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On détermine l'angle que font ces deux plans, 2^ 

Remarques. Construction d'un plan incliné, lorsqu'on connaît 
l'angle qu'il fait avec le plan horizontal , et son intersection avec 
ce dernier, ibid. 

Problème, Mener par un point donné un plan parallèle à un plan 
donné, a3 



/ 



DES MATIERES. , liî 

Théorhne. Une ligne t^ un plan sont r^cipro<ïueinent pejrpendîcn- 
laîrcs, loTsqne les projections de la ligne sur le plan horizontal et 
«or le plan vertical, sont respectivement perpendiculaires aux com- 
munes sections du plm incline avec ces mêmes plans, pag, a4 

Problème, Mener par un point donne une ligne perpendieulaîre à 
un plan donné, ' ^^ 

Problème. Mener par nn point donnd un plan perpendiculaire \ 
une droite donne'e , ibia. 

Remarque au moyen de laquelle on peut parvenir à résoudre au- 
trement les problèmes ci-dessus, ^ 

Problème, Faire passer un plan par trois points^ donnés j ^7 

Corollaire» Manière de rapporter sur le plan horizontal, le triangle 
que forment les lignes menées par les trois points donnés , a» 

Problème. Deux plans- étant donnés , trouver l'angle qu'ils font 
entre eux, ^9 

Problème. Un plan étant donné, ainsi qu'une ligne droite située 
dans ce plan, mener par cette" droite un second plan, qui fasse 
avec le premier un angle donné, ' ^ 

Problème. Connaissant l'angle que deux lignes fontentrc elles , et celui 
que chacune fait avec une verticale menée par leur poin t de rencontre, 
trouver la projection du promîer aagie , «ur lei»ï***-*«^**"****> ^* 

Problème. Deux lignes droites étant données sur un plan , mener 
par leur point de rencontre, une troisième droite qui fasse un angle 
donné avec dbtacune d'elles , 32 

Corollaire oh. l'on construit un des angles dièdres formés par h.s 
plans que déterminent les droites données et cherchées, 33 

J^emarque. Le problème précédent cessera d'être possible lorsque l'un 
des trois angles donnés sera plus grand que la somme des deux autres. 

On tire du même problème la solution de la question inverse , ibid. 

Zemme. Si, par un point quelconque de la commune section de 
deux plans , on élève , en dehors de l'angle qu'ils forment , une 
perpendiculaire sur chacun , ces lignes feront un angle qui aura la 
même mesure que le supplément de Tangle dièdre formé par les 
plans proposés , 34 

Théorème. Si , par le sommet d'un angle trièdre et en dehors de cet 
angle, on mène des droites perpendiculaires à chacune de ses faces , 
les plans qui contiennent ces lignes deux à deux, formeront un nou- 
▼el angle trièdre, dans lequel les angles des arêtes seront snpplcmeus 
des angles des faces du premier, et les angles des arêtes de celui-ci se- 
lontsupplémens de ceux des faces du nouvel smgle trièdre, 35. 



i 



ÎT TABLE 

CoroUmire. Il est poMÎble, par le théorème «i-dessai , de conttraîrf^ 
un angle trièdre, lorsqu'on connaît les angles que ces faces font 
entre elles, pag. 36 

Problème. Connaissant dans an angle twèdre F angle que forment 
deux arêtes, et ceux (fae la face qui les contient fait avec chacnno 
des deux autres , trouver sur son plan , la projection de la troisième 
arête, ou bien, connaissaot les angles que denx plans font avec la 
plan horizontal, et les lignes suivant lesquelles ils le rencontrent, 
trouver la projection de leur commune section ,^ 37 

Problème. Gopnaissant dans un angle trièdre, deux faces et Pangle 
qu'elles comprennent , construire le développement de cet angle 
trièdre, 38 

Problème, Les projections d'un point étant connues sur les plans 
coordonna, projeter ce point sur d'autres plans donnés, 39 

Corollaire I. Gomment on rapporte une ligne à un nouveau plaa 
de projection, 4® 

Corollaire IL Comment on repasse aux plans coordonnés primitifs,' 

ibidm. 

Problème- Deux plans étant donnés , ainsi qu'une ligne droite située 
dans l'un, mener dans l'autre une ligne qui fasse avec la première 
un angle donné, ou bien, connaissant la projection d'un angle ^ et 
la position d'un de ses côtés, trouver celle de l'autre, 4' 

Problème, Les (irojartions d'une droite étant données dans l'espace, 

mener un plan qui passe'par cette droite , et qui fasse avec le plaR 

horizontal un angle donné, . ^ 4^ 

- Corollaire relatif au cas où le plan cherché fait l'angle donné avec 

un plan quelconque , 4^ 

Problème. Deux droites qui ne se coupent point, étant données dans 
l'espace , trouver leur plus courte distance, 44 

Théorème. La somme des quarrés des cosinus des angles qu'un plan 
quelconque fait avec trois autres, perpendiculaires entre eux, est 
égale au quarré du rayon , ^ 4^ 

Lemme. L'aire de la projection horizontale d'une figure tracée su^ 
un plan incliné, est à l'aire de cette figure , comme le cosinus de 
l'angle des deux plans est au rayon, 4? 

Corollaire. La somme des quarrés des aires des projections d'une 
figure plane est égale au quarré de l'aire de cette figure , 4^ 

Remarque. On déduit de la proposition ci-dessus , un théorème sur 
les tétraèdres rectangulaires, analogue à celui du quarré de l'hypo- 
ténuse dans le triangle rectaagle, 49 

De la Sphère, 5i 

ProUènnc, Troutcr !a position et la grandeur du cercle qui cttiHik* 



DESMATIÉRES. .y 

teiMCtîon dWe ipbère donnée par un plan donne, - pag« & 
Théorème. Le plan ëlevë perpendicolaîrement sur le milieu de la 
droite qui joint deux points d'une sphère, passe piur le centre , 5a 
Problème, Trouver le centre et le rayon d'une sphère lorscju'on con- 
naît quatre points- par lesquels elle doit passer, ibid^ 
Problème, Trouver l'intersection de deux sphères données, 53 
Corollaire L Construction des deux points oii trois sphères qui se 
coupent deux à deux, peuvent se rencontrer à-la-£ois, ou procédiS 
pour trouver les projections d'un point lorsqu'on connaît ses dis- 
. tances à trois autres points donnes , 54 
Corollaire IL Construction d'une pyramide triangulaire lorsqu'on 
en connaît les six arêtes, 55 
Problème, Mener un plan qui touche une sphère dans un-^int 
donné, ibid^ 
Remarque êi«ns laquelle on indique des moyens de simplifier, dan» 
beaucoup de circonstances, les constructions , 56 
Problème, Mener , par une ligne donnée , un plan tangent à une 
sphère donnée, 58 
Problème. Mener un plan qui repose sur trois sphères données , 59 
Remarque , h la suite de laquelle on détermine le point oîi une ligna 
tangente à deux cercles , rencontre la droite qui joint leurs centre»^ 

6o 
Corollaire oh Ton fait voir que les points de coiM^mv des tangentes- 
communes, à trois cercles > combinés deux à deux, sont en ligne 
droite y ^%. 

SECONDE PARTIE. 

De la génération des surfaces ,. G5 

Des Surfaces coniques y 6j( 

Des Surfaces cylindriques y 66 

Des Courbes à double courbure'^ 6jr 

Des Surfaces de révolution^. 70 

Des Intersections des Surfaces courbés y 71 

Problème, Construirei'intersection d'un cylindre et d'une spKère j 7a 

Problème, Trouver lef projections de l'intersection d'une sphère et 

^'Uix cane, 7^ 



vj TABLE 

Problème, Gonstraîre l'intersection des deift cèHM, pag.' 76 

Corollaire I, relatif à l'intersection d'nn cône et d'un eylindre, 77 
Corollaire II, relatif à Tintersection de deux cylindres , ihid» 

Remarque relative à la simplification des constructions, et à la re- 
- cherche de l'intersection de deux cylindres droits , 78 

Problème. Construire l'intersection de denxiWirfaces de révolation 

dont les axes sont dans un même plan , ^" 80 

Remarque. Application à la de'termination d'un point, i*. lorsque 

l'on connaît ses distances à trois droites données, 8a 

9^. Lorsqu'on connaît les angles que font avec la verdcale, les droite» 

menées de ce point à trois points donnés , 83 

3**. Lorsqu'on connaît les angles que font entre eux les rayons visuels 

menés de ce point à trois points donnés, 84 

Remarque , dans laquelle on donne le nombre de solutions dont la 

dernière question est susceptible dans certains cas, 85 

Suites de là génération des Surfaces courbes ^ ibid. 

De la surface engendrée par le mouvement d'une droite horizontale 

assujétie à passer toujours par deux lignes données, 86 

De la^nrface engendqfe par la droits que déterminent les intersections 

successives d'un plan passant toujours par une même verticale, avec 

deux courlxis données , 87 

Des surfaces gauches , et du coin conoïde de Wallis, ihid. 

Des surfaces qui peuvent se développer , ' 88 

Définition de leur arête de rebroussement, 91 

Surfaces annulaires, 9a 

J^u développement des Surfaces, gS 

Problème. Développer un cylindre quelconque , ibid. 

Corollaire, Développement du cylindre droit, 94 

Remarque sur la courbe que forme le filet de vis , sur la vis Saint" 

Gilles , et sur ies hélices en général , 9$ 

Problème, Construire le développement d'une surface conique 

quelconque, 97 

Remarque sur une simplification du procédé précédent , 98 

Corollaire. Développement de la surface conique droite, 99 

Remarque sur les surfaces développables en général, ibiâ. 

Des Plans tangens aux surfaces courbes^ 100 

Problème, Mener un plan tangent à un cylindr^i <C^ 



t)ES MATIÈRES. vît 

Corollaires I et IL Comment on mène une tangente à nne courbé 

à double courbure, ^ pag. lo^ 

Problème. Mener un plan tangent h un cône j îo3 

Problème. Mener un plan langent à une surface de résolution, pat 

un point pris sur cette s iirface , ibidi 

Corollaire. On peut* construire les normales , on les perpendicu-* 

laires aux surfaces , lorsqu'on sait construire les plans tangcns, ibid^ 
Remarque générale sur la nature des contacts des sui'faces avec leurs 

plans tangens , et sur leurs courbures, io4 

Essai SUT la Perspective^ iô8 

De la- manière dont l'image d'un objet est représentée sur uti tableûti^ 

ihicL 

Problème. Trouver sur un tableau plan, situe d'une manière quel- 
conque, l'apparence ou la perspective d'un point donne', iio 

Remarque sur la détermination du contour apparent du corps, m 

Remarque sur la perspective , l'œil ëtant à la distance infinie, 1 1 1 

Ctkéotème. Si on mène par l'œil une parallèle à une droite située 
d'une manière quelconque , par rapport au tableau , le point oii 
cette parallèle rencontre le tableau , appartient à la perspectif^ de 
la droite proposée, it3 

Remarque sur l'application du tb^oréme précédent ^ ^ détermina-* 
tion de la perspective d'une droite, 1 14 

Corollaire L Les perspectives d'un nombre quelconque de parallèle» 
passent toutes par un même point , nommé point accidentel , ibid. 

Corollaire IL Les perspectives des figues parallèles entre elles et au 

* tableau, sont parallèles entre elles, iùid. 

Corollaire IIL Métbode très-simple pour mettre en perspective des 
lignes et des points, ii5 

Remarque sur la construction de VécheUe fuyante , et sur son usage 
pour mettre les objets en perspective, ibid. 

Remarque générale sur la perspective, les ombres et la gnomonique » 

M7 



FIN DE LA TABLE DES MATIERES* 



\ 



uiVlS nécessaire -pour V intelligence d^s 

remuais auxjîgures. 

N. B. Pour rendre moins diffuse la nomenclature des 
renvois aux figures , on a employ équatre sortes de lettres : 
des capitales droites , des capitales penchées , des petitei 
romaines et des italiques. Les deux dernières sortes sont 
toujours aisées à distinguer entre elles; le lecteur pré- 
venu saisira sans peine la diiréren;ce des capitales droites 
laux capitales penchées. La destination de chacune de 
ces espèces de lettres est expliquée dans 1« n"* 8. 
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PREMIÈRE PARTIE, 

•où Von considère les Plans et la Sphère, 



NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

•J E vais cottirtienCér par exposer en détail la manière 
^ont on peut représenter, à l'aide de plusieurs plans, 
4es différentes parties de lespace^ et en faire •connaître 
4es dimensions. 

j. fca position d'un point sur un plan est donnée, 
toutes les fois qu'on connaît celle de deux lignes qui 
"passent par ce .point , .puisqu'il n« peut être qu'à leur 
intersection. * ' 

Lorsqu'on a plusieurs points à désigner, le moyen 
cfu on emploie le plus communément dans les construc^ 
Itions, et qui paraît le plus commode , consista à prendre 
deux lignes ÀB , ÀC, perpendiculaires entr« elles, et p- ^ 
'auxquelles on rapporte tous les points du plan. Le 
Jpoint M, par exemple, serait donné de position, si on 
"CcmpL de la Géom. /^ éditv i 
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Fi^. I. connaissait sa plus courte distance à la ligne AB, et sa 
plus courte distance à la ligne AC. En' effet , si Iob 
prend AQ égale à la première , et qu'on mène QM pa- 
rallèle à AB, le point proposé sera sur cette ligne ^ il sera. 
pareillement sur PM parallèle à AC , et qui en est éloi-** 
gnée de la quantité AP , distance du point M à cette 
dernière; le point proposé étant commun aux deux 
lignes QM et PM , sera donc leur intersection M. 

De cette manière , on peut rapporter un dessin sur un 
autre plan, en établissant des directrices telles que AB, 
AC, et en mesurant les distances des points proposés à 
ces lignes ; il faudra seulement prendre ces directrices 
en dehors du dessin , ou remarquer de quel côté tombent 
les points que l'on considère. 

52. Lorsqu'on embrasse les trois dimensions , ou qu'on 
veut faire connaître les corps^n suit une méthode ana- 
logue à la précédente, et qui est employée par les 
architectes et les constructeurs en général ) c'est celle 
des plans , profils et élévations , et dont yoici l'esprit : 
. Lorsqu'un point est donné dans l'espace, ou peut 
abaisser de ce point une perpendiculaire sur un plan, et 
marquer le point où le plan est rencontré par cette per- 
pendiculaire ; ce dernier sera la projection du premier 
sur le plan dont il s'agit ; la longueur de la partie dé la 
perpendiculaire , interceptée entre le point et le plan , 
sera la hauteur du point donné au-dessus du plan. 

Supposons, pour fixer les idées, qu'on rapporte à un 
plan horizontal tous les points situés dans Tespace au- 
dessus de ce plan ; leurs projections se trouveront aux 
points où un fil à-plomb partant de chacun, rencontre- 
rait le plan dont il s'agit ; et les longueurs de ces fils 
donneraient les élévations des points proposés au'^essus 
de leurs projections. 
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t[ suffira donc , pour en désigner un quelconque , de Fig. i. 
hiarquer sa projection sur le plan horizontal , et de faire 
tonnaître à part sa hauteur, soit en écrivant le nombre 
des mesures linéaires d*une échelle donnée , qu'elle doit > 
tîontenir , ou en fixant une ligne pour la représenter. 

Mais si on avait beaiïcoup de points à représenter dé 
cette manière , la multitude des nombres ôti des lignes 
^u'il faudrait écrire pour faire connaître leurs hauteurs 
deviendrait embarrassante ; à la vérité , on pourrait les 
porter toutes sur une même ligne , qui deviendrait 
l'échelle des hauteurs. Ce moyen peut être employé 
quelquefois avec avantage ; mais il a Tinconvénient de 
tïonfondre les hauteurs des différens points , sans avoir 
égard à la situation particulière de leurs projections : 
çn voici un autre qui est exempt de ces défauts. 

3. Si on conçoit que par une ligne quelconque du 
plan horizontal , on ait élevé un plan qui soit perpen* 
diculaire à celui-ci , et que de chacun des points pro* 
posés dans Teâpace , on mène une perpendiculaire ^ur 
ce plan vertical , elle déterminera par son pied dans ce 
plan, une deuxième projection du point donné, qui «e 
trouvera placée , au-dessus du plan horizodtal , à la 
même hauteur que le point donné. 

Ainsi, BAH représente le plan horizontal, DAB le Fig. 2. 
plan vertical mené par la ligne AB - du point M .pris 
dans Tespace , on a abaissé sur le plan horizontal , la 
perpqjidiculaire MM', et son pied M' est la projection 
horizontale du point donné. 

Par le point M, on a mené MM'' perpendiculaire sur 
le plan DAB , et le point M* est la projection verticale 
jjde ce même point. 

Les deux lignes MM', MM", sont évidemment dans 
tm même plan , puisqu'elles se coupent ; la ligne M' M 

!.. 
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"8- a- qu on mènerait dans le plan horizontal ^ perpendiculai- 
rement à la commune section AB de ce plan avec le plan 
vertical; serait perpendiculaire a ce dernier; elle serait 
donc parallèle à MM", et ces trois lignes seraient dans 
tin même plan perpeddiculaire a-la-fois au plan yertical 
et au plan horizontal , puisqu'il serait perpendiculaire à 
leur commune section (^Géom, 136, ai o). Il est évident 
que MM" est égale à MM'> et que par conséquent la 
projection verticale M" est à la même hauteur au-dessus 
du plan horizontal , que le point M. 

En opérant semblablement pour le point P, on aura 
ses deux projections P' et P"; et l'on voit que les projec- 
tions verticales M", P", donneront les hauteurs des points 
proposés au-dessus du plan horizontal, tandis que les 
projections M', P\ sur celui-ci, donneront les distances 
des points proposés au plan vertical. 

Cette méthode de représenter les points situés dans 
l'espace , est connue dans les arts sous le nom de mé- 
thode des projections. 

L'architecte , pour représenter les parties d'un édifice^ 
imagine d'abord un plan horizontal , sur lequel il rap- 
porte le pied des diverses parties qui composent cet édi** 
fice. Levdessin qui résulte de cette opération s'appelle 
plan géométral, et il fait connaître la situation respec- 
tive des projections des points remarquables de l'édifice 
proposé, rapportés sur le plan horizontal, par des lignes . 
perpendiculaires sur ce pkn, on à-plomb. 

Pour achever de déterminer la situation des points 
remarquables de son édifice, l'architecte conçoit ensuite 
par une ligne donnée dans le plan géométral , un plan 
perpendiculaire au premier, et par conséquent vertical , 
sur lequel il rapporte les objets, à la hauteur où ils sont 
placés au-dessus du plan horizontal ; la figure qui en 
T^sulte s'appelle coupe ou jjrqfil, si elle passe dans l'in- . 
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térîeur du bâtiment, et élévation , si elle n'en fait voir Fig. 2. 
que les partie» extérieures. 

Le profil , ainsi que Télévation , donnent les hauteurs 
de chacun des points qui s'y trouvent contenus , au- 
dessus du plan horizontal représenté par la ligne de •> 
terre , ou par son intersection avec le plan vertical sur 
lequel cette figure est construite ^ elle n'est donc autre 
chose que l'ensemble des différens points remarquables, 
rapportés ou projetés sur un plan vertical > par des lignes 
qui sont perpendiculaires à ce plan*. 

Quant aux dimensions inclinées sur le profit et sur le 
plan géométral , il est aisé de voir qu'elles ne sauraient 
y être représentées dans leur longueur nati^relle ; et 
c'est à les déterminer que s'applique la partie de Id 
Géométrie que nous allops traiter. 

Nous imaginerons donc que les points de l'espace 
^sont rapportés à deux plans perpendiculaires entre eux , 
qu'on peut se représenter par l'un des murs verticaux 
d'une chambre et par son plancher^ 

4. Cela posé, si l'on conçoit une droite située d'une Fig. X. 
manière quelconque dans Tespace , et que de chacun 
de ses points^ on abaisse des perpendiculaires sur l'un 
des deux plans choisis , l'horizontal IÇAC , par exemple ; 
toutes ces perpendiculaires , telles que MM^, étant pa- 
rallèles, et passant par une même ligne, se trouveront 
dans un même pian qui sera perpendiculaire au plan 
horizontal ( G^om. 19^,209). 

L'intersection M'N' contiendra évidemment les pieds 
de toutes les perpendiculaires, et sera par conséquent la 
projection sur le plan horizontal, de la, droite proposée - 
MN. 

On aura une image sensible de ce qui vient d'être dit, 
ci on se rtprésente une verge inflexible placée dans un^ 
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■fig" 3. chambre, et de chacun des points de laquelle penden^l 
des fils à-plorab jnsqu*à la rencontre du plancher. 

Concevons à présent que de chacun des points de 
la droite proposée , on ait abaissé des perpendiculaires. 
, MM", sur le plan vertical BAD ; elles détermineront * 
un nouveau plan perpendiculaire à celui-ci : Tun et 
Tautre se rencontreront suivant M"N'\ projection de 
la droite proposée sur le plan vertical. 

5. Nous nommerons plans coordonnas ou pians de 
projection j^ ceux sur lesquels on projette. Les plans 
formés par lensemble des perpendiculaires abaissées 
de la droite sur chacun des plans coordonnés , seront 
désignés sous le nom de plans projetans. 

Il suit de leur génération que tous deux passent par 
la ligne proposée , et par conséquent qu'elle est leur 
commune section. 

G. De là découle la manière dont une droite est dé- 
terminée, lorsqu'on a ses projections sur les plans coor- 
donnés : il faut concevoir deux nouveaux plans élevés 
chacun perpendiculairement sur Tun de ceux-ci, et 
passant par les projections de la droite proposée ^ leur 
rencontre déterminera cette ligne. En général, de même 
qu*un point est donné sur un plan lorsqu'on connaît 
deux droites qui le contiennent , de même aussi une 
ligne est déterminée dans l'espace lorsqu'on connaît 
deux plans dans chacun desquels elle se trouve, 
f ig. 4. Ainsi M'^N' étant la projection sur le plan horizontal, 
d'une ligne donnée dans l'espace, et M^" sa projection 
sur le plan vertical , si on conçoit les plans G"M'N' 
F^MIS" perpendiculaires, l'un au plan horizontal, et 
l'autre au plan vertical , leur rencontre mutuelle M'N 
sçra la droite proposée. 

7. Il reste çaaintenant 4 donner les moyfns de dé- 
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terminer un plan. On sait que trois points en fixent la Fig. 4. 
position , ou , ce qui revient au même , que deux droites 
qui se coupent déterminent un plan {Géom, ic)3) ; Fig, 5. 
nous dirons en conséquence qu'il est donné , toutes les 
fois que nous connaîtrons ses communes sections avec 
chacun des plans coordonnés^ puisqu'on aura deux 
droites par chacune desquelles il doit passer. Le plan 
E'GF" est donné par ses communes sections GE' et GF", 
avec les plans coordonnés BAC et DAB. 

Pour se peindre cette situation du plan proposé , on 
n'a qu'à se représenter une espèce de toit^ placé obli-^ 
quement au plancher et au mur d'une chambre. 

Nous ramènerons toutes les autres manières de dé-^ 
terminer un plan à la précédente, après que neus au- 
rons établi, no^ conventions , soit pour les figures^ soit 
pour le langage , a&n de mettre les lecteurs à portée de 
se peindre exactement dans leurs positions naturelles ^ 
les opérations que nous aurons à exécuter. 

8. Comme il est important de bien concevoir ces 
premières notions, j'invite les lecteurs à construire eux* 
mêmes en relief, avec des cartons, les premières figures;^ 
et pour que cela leur soit plus facile , je les ai fait grar> . 
ver en plein. 

Lorsqu'on trouvera deux figures au trait pour le 
même sujet, Tune sera en perspective, et l'autre exr? 
primera la construction réelle , telle qu'elle doit être 
exécutée : dans la première, les lignes pu les parties 
de lignes marquées par des petits points ronds, seront 
celles qui sont recouvertes par des plans , et qu'on ne 
saurait voir qu'en supposant ceux-ci transparens. 

Pour aider encore à concevoir la position respective ^ 
des parties de la figure , tous les points situés sur le 
plan horizontal çont désignés par des lettres marquées 
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Fig..5- d'un acc«nt j celles qui en portent deux appartienuenfr 
aux points du plan vertical' : les lettres italiques ou» 
penchées , sont sur la commufie section dé ces deux 
plans ; enfin les points de Fespace portent des lettres 
non accentuées. 

J''excepte de* cette manière d'accentuer, les quatre 
lettres A , B , C , D , constamment affectées aux lignes 
qui déterminent les plans coordonnés , et ne pouvant ;. 
par cette raison , causer d'embarras. 

Dans ïa figure de construction , les données et les ré- 
sultats sont toujours exprimés par des lignes tirées en 
plein, et celles q^il faut mener pour la solution sont 
seulement ponctuées f les lettres y sont d^ailkurs lea 
mêmes que dans la figure en^ perspective. 

Pour la construction , les deu:!f plans^ coordonnés n'en, 
font plus qu'un seul ; car on suppose toujours que te 
plan vertical ait tourné autour de sa commune section 
avec le plan, horizontal, jusqu'à ce qu'il soit arrivé dans 
le prolongement de ce dernier,, ainsi qu'on le voit,. 
ïïgC.fig g Dans ce mouvement, toute ligne perpendicu- 
laire à l'axe AB de rotation , telle que PV\ décrit un 
plan perpendiculaire à cet axe (^Géom, 19.8) :. il suit 
de là qu'elle vient s'appliquer dans la commune sec- 
tion de ce plan avec le plan horizontal , et par consé- 
quent qu'elle tombe dans le prolongement de P'P qui 
rencontre Taxe AB à angles droits, au point P. 

Cette circonstance mérite d'être remarquée y car il 
en résulte que îe& deux projections d^un même point 
doivent se trouver sur une même ligne perpendiculaijce 
à celle q^iû sépare, dans la figure, le plan horizontal du 
plan vertical. 

Nous désignerons pour la facilité du langage , lorsque 
les circonstances ne s'y opposeront pas , sous le nom dé 
fian horizonUily cehii auquel les points de l'espace sont 
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primitivement rapportés , ensorte que tout plan perpen- Fîg. 6. 
diculaire à celui-ci , sera un plan vertical : les autres 
seront appelés en général ^/a/?^ inclinés. 

Nos deux plans coordonnés seront donc , l'un hori- 
zontal et l'autre vertical : les projections sur le pre- 
mier seront appelées projections horizontales y et en 
effet , elles se trouveront dans la situation désignée par . 
le mot horizontal^ mais pour abréger, nous appelle- 
rons aussi projections verticales celles qui seront situées 
dans le plan vertical , quoiqu'elles ne soient pas tou- 
jours dirigées verticalement ; car l'expression verticale 
emporte avec elle l'idée d'une droite perpendiculaire 
au plan horizontal, et le plus souvent, la projection 
verticale d'une ligne quelconque sera inclinée par rap- 
port à ce plan : mais alors , il faudra seulement en- 
tendre que la projectioivdont on parle est faite sur le 
plan vertical, 

DU PLAN ET DE LA LIGNE DROITE^ 

9. Un plan est donc donné , ainsi qu'on Ta vu plus 
haut, toutes les fois qu^on a ses deux communes sections 
avec chacun des plans coordonnés. 

Lorsque le plan proposé sera perpendiculaire au plan 
horizontal , il est clair que sa commune section avee 
le plan vertical sera perpendiculaire à la ligne AB 
ÇGéom. 210) 5 par conséquent le plan désigné par les Fig. 7. 
lignes N'W, NN\ est perpendiculaire au plan horizontal 
ABC , puisque sa commune section N'W avec le plan 
vertical est perpendiculaire sur AB, 

Le plan WMW (*) est perpendiculaire sur le plan 



(*) La lettre M ëtant commune aux deux intersections du plan, 
propose avec les plans coordnnne's, il est inutile de la répéter, et 
«e plan sera désigné pat M'iP/M", et ainsi des autres. 
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ï'igt 7- vertical, parce que sa comipune section avec le plan 
horizontal est perpendiculaire à AB. 

10. Puisque les plans projetans sont perpendiculaires 
8ur les plans coordonnés auxquels ils sont relatifs , il suit 
de là qu'un plan perpendiculaire à l'un des plans coor-i^ 
donnés peut être regardé comme le plan projetant do 
toutes les droites qui s*y trouvent placées ^ ainsi toute 
ligne située dans le plan M'MM", aura pour projection 
sur le plan vertical la ligne i^M" î par la même raison , 
le plan N'WN% perpendiculaire sur le plan horizontal, 
serait le plan projetant de toutes les lignes qu'il contiens 
drait, et qui auraient NW pour projection sur le plan 
horizontal. 

Il suit de là qu'une même ligne prise sur un des plans 
coordonnés, peut être la projection d'une infinité de 
lignes droites ; mais quand on» embrasse les deux pro- 
jections à-la-fois , elles ne sauraient convenir qu'à une 
•seule droite : en effet, la ligne dont les projections sont 
M^J/ et iVN', ne peut résulter que de la commune 
section des deux plans projetans WMM' et N"iVN'. 

1 1 . Les points P* et F' sont ceux où la ligne propo- 
sée rencontre le plan vertical et le plan horizontal ; car 
le point P", par exemple , étant sur la commune section 
MM" de l'un des plans projetans avec le plan vertical , 
et se trouvant aussi dans la commune section N'S" de 
l'autre plan projetant avec le même plan vertical, il est 
à-la-fois dans la ligne proposée qui est la commune sec- 
tion des deux plans projetans, et dans le plan vertical. 
On raisonnerait de même pour le point P' par rapport 
au plan horizontal. 

De là suit la manière de trouver le point o(^une ligne 
droite rencontre l'un des plans coordonnés, quand on 
connaît ses projection^. En effet, par le point M où U 
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projection verticale MM" rencontre le plan horizontal , Fig. > 
menons la ligne MM', perpendiculaire à AB, elle ira- 
couper la projection horizontale iVN' en un point P', 
qui sera le point où la ligne proposée rencontre le plan 
horizontal : on opérerait de même pour le plan ver- 
tical. 

Quoique les diverses parties de cette opération s'exé- 
cutent sur plusieurs plans, elles peuvent s'effectuer sur 
un seul^de la manière suivante ; 

On concevra que le plan D AB ait tourné autour de 
AB, jusqu'à ce qu'il soit arrive dans le prolongement 
du plan BAC; aucune des lignes qu'il contient n'éprou- 
vera de changement dans cette rotation , et l'on pourra 
exécuter les opérations qui y sont indiquées , comme 
s'il était relevé. Il est facile de s'en convaincre en appli- 
quant à la seconde figure , les raisonnemens qui ont été 
faits sur la première. 

12. Remarque, Il pourrait arriver que les projections Fîg- 8. 
M M." et NW fussent disposées comme on le voit ici , 
alors la perpendiculaire iVN", élevée sur la ligne AB, 
ne saurait rencontrer la projection sur le plan vertical 
dans la partie B AD : cela veut dire que la ligne propo- 
sée P'P" passe au-dessous du plan horizontal, et va 
rencontrer le plan vertical dans un point F'', inférieur 
à la commune section AB. 

En général, dans toutes les constructions, il faut re- 
garder les plans comme indéfinis; et si on conçoit que 
D AB tourne autour de A B, la partie supérieure de ce 
plan s'appliquera sur AB£ dans le plan horizontal, et 
la partie inférieure "viendra se coucher sur l'espace BAC; 
il faudra donc considérer la partie antérieure da plan 
horizontal, jet la partie inférieure du plan vertical comme 
^ppli(juées l'une sur l'autre^ et il en sera de même de la 
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Fig.& partie postérieure du plan horizontal, et de la partie 
•supérieure du plan vertical. C'est alors qu'il est utile 
de distinguer par un cargictère particulier > ainsi que je 
l'ai fait, les points qui appartiennent au plan vertical , 
de ceux qui se trouvent sur le plan horizontal ; avec ce 
soin on ne craint point de se méprendre. Qn^ voit dan» 
rexémple que j'ai mis sous les yeux , que le point P'^ 
quoique dans Tespace BAC {*^ figure)^ doit être con^ 
sidéré comme appartenant au plan vertical. 

Si la ligne au lieu d'être donnée par ses deux plans 
projetans, Tétait par deux plans quelconques, on en 
trouverait les projections de la manière suivante , qui 
fera touj,our& connaîtra l'intersection de deux plans. 

PROBLÈMES. 

i3. Deux plans étant donnés , trouver les projections, 
de ïa ligne qui est leur intersection. 

On remarquera que lorsque les communes sections. 

des plans proposés , avec un même plaji coordonné , se 

rencontrent, le point où. cela a lieu est commun au^; 

deux plans proposés, et appartient par conséquent à la 

^ droite qu*on cherche. 

** f*g. 9. Soient donc M^il^M""et KN^" les deux plans pror 

posés ; il est clair que le point P' est celui où ces deux 

plians rencontrent à-la-fois le plan horizontal ABC; 

c'est donc un des points de la droite cherchée. Le point 

Q" appartient évidemment à la commune section des 

deux plans proposés avec le plan vertical ] et par conr- 

séquen-f ce sera encore un de ceux de la ligne cherchée : 

. }a question est donc téduite à mener une ligne par deujf 

points. Mais il est évident que chacune des projections 

de cette droite doit passer par les projections *que les 

points donnés ont sur le plan où elle se trouve : \^ 

, çoint F situé dans le plau horizontal, n'a d'autre pro^ 
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)ection que lui-même 5 la projection sur le plan hori- fig. 9. 
zontal du point Q^' qui est dans le plan vertical, se 
trouvera au point Q déterminé par la perpendicuiairs 
Q"Q abaissée sur Afi ; menant donc par les points P' et Q 
une droite y ce sera la projection horizontale de la ligne 
chercliée. 

Si nous rapportons maintenant le point V^, sur le plan 
vertical , par la ligne P'P perpendiculaire à ce plan , 
nous aurons les deux points P et Q" par lesquels doit 
passer la projection verticale de la droite cherchée. 

14. Remarques. Si les intersections NN' et jWM'Fîg. io- 
des plans proposés avec un des plans coordonnés , l'ho- 
rizontal , par exemple , étaient parallèles entre elles , 
alors les deux plans se couperaient dans une ligne pa- 
rallèle au plan horizontal , et dont on connaîtrait un 
point , savoir le point F"* Il est évident que cette ligne 
serait de plus parallèle à Tune et à Tautre des com- 
munes sections A^N', MM', des plans proposés avec le 
plan horizontal ; car si le contraire avait Ueu , les deux 
premiers se rencontreraient dan$ un même point dtt 
troisième, et par conséquent, leurs communes sectiond 
avec celui-ci ne seraient pas parallèles. * 

La question est alors ramenée à trouver les projec-' 
tions d'une ligne droite qui passe par un point donné , 
et qui est parallèle à une autre ligne connue ; et noi» 
la résoudrons bientôt. 

Il peut arriver encore que les communes sections des Fig. ii. 
plans proposés neSe rencontrent ni sur l'un des plans 
coordonnés , ni sur l'autre ; et ce cas se présentera toutes ^: 
les fois que les plans proposés auront leur intersection 
PP parallèle -à la ligne AB. Pour trouver alors riniçr- 
£ection Ses plans proposés, il faudra les rapporter à 
un tfoisième , que pour plus de facilité on supposera 
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ïiÇ. la. point N" sera la projection verticale du point cherche > 
et A^N" en sera la hauteur au-dessus du plan BAC» 
Dans la construction réelle , il suffira de prolonger N'N 
jusqu'à la rencontre de la projection verticale JM'W de 
la droite proposée. 

19. Remarque. Lorsque sur le même plan coordonné, 
les projections de deux lignes se coupent, il n'en faut 
pas conclure que les lignes elles-mêmes se coupent 
aussi ^ car il n'en est pas de Tespace comme d'un plan : 
dans ce dernier cas ; >deux lignes qui ne sont pas paral-^ 
lèles se rencontrent toujours ; mais dans l'espace elles 
peuvent se croiser dans leurs directions sans se couper, 
passant; par exemple, Tune au--dessous de l'autre, ou 
Tune à côté de l'autre. 

Pour déterminer s'il v a intersection ou non , il faut 
voir si le point de rencontre des projections horizon- 
Fig. i3 taies, et celui des projections verticales de chacune des 
*' ^^* droites , peuvent appartenir à un même point de l'es- 
pace , c'est-à-dire , si ces deux points sont dans une 
même ligne perpendiculaire à AB (8); c'est ce qui 
n'a pas lieu pour les points P" et Qj^ de la fig. i5 , mais 
pour P' et P" de la fig. i^- H suit donc de là que les deux 
lignes représentées dans le second exemple se trouvent 
sur un même plan , et qu'il n'en est pas de même du 
premier. 

THÉORÈME. 

20. Lorsque deux lignes sont parallèles dans l'espace, 
^ leurs projections sur un même plan sont parallèles entre 

elles, 
Fig. i5. En effet , les deux lignes NM' et QP', étante paral- 
lèles par hypothèse , et les deux droites NN' et QQ^ 
l'étant aussi comme perpendiculaires au plan coordonné 
AB, les plans projetans M'NN' et P'QQ' seront né- 
I . ' cessâirement 
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cesâairement parallèles entre eux {Géom, 21 5.) , et cou- Fig* «5. 
peroot par conséquent 1« plan AB^ suivant deux droites 
M'N' et P'Q', parallèles entre elles. ïl est visible que ces 
droUes seront les projections des proposées M'N et P'<^. 

Réciproquement , lorsque les projections de deux 
droites sont parallèles sur cbacun des deux plans coor^» 
donnés, ces deux droites sont parallèles dans l'espace; 
car les plans projetans, perpendiculaires au même plan 
coordonné, passaùt par des projections parallèles sur ce 
plan, seront nécessairement parallèles entré. eux : les 
{Jans projetons relatifs à l'un des plans coordonnés cou- 
peront donc Les plans projetans relatifs â l'autre , sui- 
vailt quatre droites d*abord parallèles deux à deux , 
comme iutersections dé deux plans parallèles ayec un 
même plan (^Géom, âi5) ,.etdont ensuite chacune- sera 
parallèle à deux autres placées dans des plans contigns. 
Il suit de là que ces droites, parmi lesquelles se troifVent 
les proposées, seront touteisparallèlei entre elles. 

âi. Remarcfue. Il est â propos de remarquer que lo 

parallélisme de deux .droites proposées ne saurait avoir 

lieu^ à moins que leurs .projections ne soient parallèles 

dans chaque plan coordonné \ car elles pourraient Têtre 

sur l'un d'eux seulement, et cela ne ppuverait autre 

chose, sinon que chacune des droites est réciproque^ 

ment parallèle au plan projetant de l'autre. En effet, 

lorsque dmix droites ne sont pas dans un même plan , 

on ne peut mener par l'une d'elles qu'un seul plan 

parallèle à l'autre ; et pour te déterminer, il n'y a qu'à 

imaginer par un point quelconque de la première, une 

cligne parallèle à là seconde, le plan qui passera par 

cette nouvelle ligne et la première , sera celui qu'on 

cherche (^Geom. 218). 

Il suit de ce qui précède , que pour que deux lignes 
Compl, de la Géom, 4* édit. a 
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Fig. i5. dans Pc&pace loient parallèles entre elles , il fabt cjiie 
chacune d'elles soit parallèle à deux plans qui ne le 
y soient pas entre eux ; et alors une de ces lignes est pa- 
rallèle à tous les plans qu'on peut mener par l'autre. 

PROBLÈME. 

V 

23. Mener par un point donné une ligne parallèle 
à une ligne donnée. 

Il faut mener par les projections du point proposé y 
dans chaque plan coordonné , une ligne parallèle à la 
projection de la droite donnée sur ce plan ; on aura 
ainsi les projections de la droite demandée, sur chaque 
plan coordonné. 
Fig, i6. P' et P" sont les projections du point donné; N'M', 
N^'M^ sont celles de la droite donnée : ainsi L'H', VW 
serpQt celles de la droite cherchée. 

PROBLÈME. 

fi3. Trouver les projections d^ un point lorsquon con* 
naît trois plans , sur chacun desquels il est situé. 

Nous avons vu qu'un point était donné /lorsqu'on 
avait sa projection sur le plan horizontal et sur le plan 
vertical ; mais un point est aussi donné lorsqu'on a trois 
plans qui le contiennent. Alors , pour en trouver lès 
projections , oh cherche d'abord celles de la commune 
section de deux quelconques des plans proposés; cette 
ligne étant coupée par le troisièine plan, donnera, dans 
son intersection , le point demanda • 

On parviendra au même résultat , en cherchant l'in- 
tersection de l'un des deux premier* plans avec le troi- 
sième } on auï'à par là une seconde droite qui sera dans 
le même plan que la première ; il sera £acile de trouver 
le point de rencontre de ces deux lignes, par ce qui a 
été dit plus haut (i3). 



\ 
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Nous n'entrerons pas dans le détail de ces diverses Fig. i^ 
opérations , qui n'auront point de difficulté , si on les ; 
«xécute successivement , comme il a été dit pour cha*- 
t;nne d'elles. On peut rendre le travail plus facile , en 
traçant au crayon toutes les lignes de construction , et 
ne mettant à l'encre que les résultats : lorsque chaque 
opération partielle est Soie , on efface les lignes qui s'y 
rapportent^ et la figure alors n'est pas compliquée. 

24* Remarque, La manière la plus simple de faire 
connaître un point en employant trois plans ^ est de les 
supposer perpendiculaires entre eux ; et cela revient à 
donner les distances du point proposé à trois autres 
plans parallèles à ceux-ci. 

En effet, si on conçoit trois plans BAC, BAt3 «t Fig. 17- 
DAC, perpendiculaires entre eux, et qu'on sache qu'ua 
point M de respace est placé à une distance MM' du 
premier , MM'' du second , et MM** du troisième , il 
suit de la propriété qu'ont deux plans parallèles d*étre 
également éloignés Tun de l'autre dans tous leurs 
points , que si , aux distances données , on mène les 
plans M'^MM'", M^MM', M^MM', respectivenatnt pa- 
rallèles à chacun des plans BAC , BAD et DaC , le 
point proposé se troatém dans leur rencontre mutuelle^ 

Les plans MTMM", M^'MM', M-^M', format, avec 
les plans coordonnés BAC , BAD, DAC, un paralll^*- 
lépipède rectangle, 8i l'on mène la diagonale AM' iUns 
la face horizontale , on aura , comme on sait , 

mais à cause des parallèles, MW est égale à MM', et 
AMVest à M*M ; par conséquefnt 



AM' = MM" + MM^. 
La diagoturfe intérieure AM, menée iiu point 4i 



Fig» 17. rencontre des trob plans coordonnés > au point proposé » 
est évidemment Thypoténuse d*un triiangle rectangle 
AM'M ^ et par conséquent 



AM = AM'V MM'*; 



mettant au lieu de AM' sa valeur, trouvée plus haut, 
il en résultera 



AM = MM' + MM" + MM" : 

te qui fait voir que le quarré de la distance Sun point 
quelconque de Vespace à celui où les trois plans coor* 
donnés se rencontrent ^ est égal à la somme des quarrés 
des distances du point proposé à chacun de ces plans. 
. Trois plans qui se coupent forment huit angles trièdres, 
dans chacun desquels on peut trouver un point sembla- 
blement placé \ mais en désignant de quel côté de ces 
plans tombent les distances données , on particularise 
l'angle trièdre que Ton àonsidère. 

Lorqu'un point est donné par une ligne et un plan , 
cela revient au même que s'il était donné par trois 
plans 'j car il faut employer au lieu de la ligne donnée 
ses deux plans projetans. 

PROBLÊME. 

..a5, TVouver l'intersection d*un plan et d'une ligne 

droite. 

On cherchera Tintersection de l'un des plans proje- 
tans de la droite donnée avec le plan proposé 5 la ligne 
qui en résultera se trouvant à-la-fois sur l'un et sur 
l'autre de ces plans , rencontrera la ligne donnée dans 
le point où celie-ci coupe le plan proposé. 
Fig, iQ. Toutes ces opérations peuvent s'exécuter successive- 
ment par ce qui a été dit , n* i3 : N^OW représente le 
{>lam donné ; QQ" et iVM' sont les projections de la 
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droite dont on cherche la rencontre avec ce plan : par Fig. iK 
conséquent N"iVM' est l'un de ses plan» projetans , celui 
qui est perpendiculaire au plan horizontal ; M' et N* 
«ont deux points de la commune section de ce plan 
avec le plan donné : N^ilf est donc la projection de 
l'intersection de ces plans, sur le plan vertical, et P" la 
projection , sur le même plan , du point de rencontre 
de la ligne qu'on Vient de déterminer et de la ligne pro- 
posée , ou , ce qui revient au même , de l'intersection 
du plan donné avec cette dernière. 

Si on mène P'T' perpendiculairement à AB, elle dé- 
terminera sur NMf, le point P'^ projection horizontale 
du point demandé. 

problème:. 

aS. Connaissant Je^ communes, sections tPun plan 
nvec chacun des plans coordonnés , construire ce plan , Fig. ig.' 
ç'est-à-dire y trouver pour chaque point du plan horl^ 
zontaly la hauteur de celui qui lui correspond dans le 
plan inclina . I 

Concevons que le plan proposé , G!GW, soit coupé 
par des plans verticaux, parallèles à sa commune sec- 
tion avec le plan horizontal ; il ne s'agira plus que de 
faire passer par la projection du point dont on voudra >^ 

connaître la hauteur , un de ces plans verticaux et de 
construire sa commune section avec le plan proposé. 
Soit M' la projection du point cherché : il est évident 
que M' AT, menée parallèlement à &G représentera la 
commune section du plan vertical , parallèle à cette 
droite avec le plan horizontal; et éhvant iVN*' perpen- 
diculairement à AB , on aura (i3 e^ 170 le point N*' ou 
}sL ligne MN*, intersection du premier et du plan pro- 
posé., rencontre le plan coordonné DAB-. Mais comme 
cette Ugne est parallèle au plan ABC , la hauteur d^ 



l'ig. 19. tQUSi ses points au-dessus de ce plan sera constante et 
déterminée par iVN". 

Si on mène N^M" parallèle à AB et M'M" perpendi^ 
culaire à cette ligne , le point M" sera la projection du 
point cherché sur le plan yettical. 

^7. Pour avoir Tangle que le plan incliné G'GN" fait 
avec l'horizontal BAC , on imaginera du point M^ dans 
le plan horizontal , et du point M qui lui correspond 
dans le plan incliné , des perpendiculaires abaissées sur 
leur commune section GC^; elles formeront le triangle 
rectangle M^G'M^ dans lequel on connaîtra G'M' et 
M'M , et que Ton pourra par conséquent construire ; 
Tangle M'G'M sera Tangle cherché. 

28. Remarques. Connaissazit Tangle M'G'M et la 
commune section (î'G du plan proposé avec le plan 
BAC^ on pourrait construire le premier de cette ma- 
nière : par le point M', pris à volonté sur le plan hori- 
zontal, on mènerait NW parallèle à GG', et abaissant 
la perpendiculaire M'G', sur G G', on ferait l'angle 
MG'M' égal à l'angle donné ; par cette opération , la 
hauteur MM' du point M , au-dessus du plan horizon^ 
tal f serait déterminée. 

ag. Cette manière de donner le plan n^est pas diffé- 
rente de la précédente ; car alors le plan horizontal 
reste le même , et le plan vertical se trouve perpendi- 
culaire à la commune section du plan horizontal avec 
le plan incliné : on prend donc au lieu du plan de pro^ 
jection BAD, le plan MG'M'. 

MG' est la distance du point M à la commune section 
du plan N''GG' avec le plan horizontal ; et comme elle 
/çst prise perpendiculairement à GG', il s'ensuit qu'e» 
feisj^t tourner le plan proposé autour die cette dernière^ 
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pour le rabattre sur le plan horizontal » la droite G'M Fig. 19» 
viendra se coucher sur G'M' (8) : le point M tom- 
bera alors en m. En opérant de même sur plusieurs 
points , on trouverait leurs positions respectives dans 
le plan G'GN", qui les contient tons. / 

3o. Si , connaissant Tangle MG'M' et la commune 
section G^G^' on voulait trouver l'intersection du plan 
incliné avec le plan vertical , on y parviendrait en me- 
nant par un point quelconque M' de la ligne M'G' pei'- 
pendiculaire à la commune section, une parallèle à cette 
commune section , et par le point N où elle rencontre- 
rait le plan vertical , on élèverait IVW" égale à M'M et 
perpendiculaire sur AB ; par le point N" ainsi trouvé 
et le point G, on mènerait GN" qui serait la commune 
section du point cherché (*). 

PROBLÈME. 

3i. Mener par un point donné un plan parallèle à 
un plan donné. 

D'après ce qui a été dit^ n^ iS, les communes sec- 
tions du plan cherché avec les plans coordonnés doi* Fîg.ao^ 
vent être parallèles à celles de ces mêmes plans avec le 
plan donné 5 il ne s'agit donc que d*en trouver un point 
pour pouvoir les mener. Or » si Tod conçoit par le point 
proposé , une droite parallèle à la commune section du 
plan cherché avec le plan horizontal , elle sera toute 
entière dans le plan cherché , et elle rencontrera le plan 
verticîil d^jfis un point qui sera placé sur la commune 
^ectipi) 4e luo et de Tautre de ces plans. 



{*) Il est d\»é d'employer cette construction à la rechercbe de l'in- 
tersection dejdeiiz plans qui se coupent dans une ligne parallèle à 
AB {vnyez n» 14 )i car elle offre le moyen de transporter les don 
nées sur un plan veriical autre que celui qu'on avait /rboîsi d'abord 
pour l'un des pians coordonnés. 



q4 complément 

Fîg. do. Ponr faire Tapplicatioii de ce qui précède, soît 
M-iR/M^ le plan donné, P' et P" les projections du point 
donné; on mènera P'jB parallèle à M'Af ; élevant en- 
suite EE" parallèle et égale à P?% le point E'' sera le 
point de rencontre du plan vertical et de la ligne menée 
par le point donné ^ parallèlement à WM: il appartien- 
dra donc à la commune section du plan ehercbé avec le 
plan vertical DAB ; et NW passant parole point E* et 
parallèle à M" M, sera cette commune section (a6). 

Par le point N, on mènera NIS' parallèle à MMf ; 
ce sera la commf . ^ section du pl^n cherché avec le 
plaïi horizontal. /^A 

THÉORÈME. 

Sfl. Une ligne et un plan sont réciproquement per^ 
pendiculaîres , lorsque les projections de cette ligne sur 
le plan horizontal et sur le plan vertical , sont respecti-- 
i^ement perpendiculaires aux intersections du plan in- 
cliné avec ces mêmes plans. 

En eiTet, la ligne proposée et sa projection sont dans, 
un même plan qui est perpendiculaire à-la-fois à celui 
sur lequel on projette et au plajj proposé ; donc réci- 
proquement le plan proposé et le plan sur lequel on 
projette sont perpendiculaires au premier; leur com- 
mune section lui sera donc perpendiculaire , ainsi qu'à 
'< toutes les lignes qui passent par son pied , et la projec- 
tion est une de ces lignes. 
Fig. ai. Ainsi la ligne L'H étant perpendiculaire au pkn in-*- 
cUné M'I/M", tout plan passant par cette droite sera 
perpendiculaire à celui-ci; le plan projetant L'HM^' 
remplira donc cette condition ; mais , par sa définition ^ 
il est perpendiculaire au plan horizontal BAC ; donc ce 
dernier et le plan incliné lui seront tous les deux perpen-^ 
4içi^UirQ8. l^eur commune seçtioixM'i^jpuira aussi d% 



DES ÉLÉMENS DE GÉOMÉTRIE. iiS 

cette propriété, et elle tombera à angles droits sur toutes Fig. ai. 
les lignes menées par son pied dans le plan dont on vient 
de parler ; elle sera donc perpendiculaire à L'M^ pro- 
jection horizontale de la droite L'H. On raisonnerait 
de même pour la projection verticale. 

PROBLÈME, 

33. Menery par un point donné une ligne perpendi-^ 
çulaire à un plan donné. 

Il faut mener de chacuhe des projections de ce point, Fig. 22. 
des perpendiculaires sur les cpmraunes sections du pian 
proposé avec les plans coordonnés, et ces perpendicu- 
laires seront les projections de la ligne cherchée. 

JJ et L" étant les projections du point donné , L^E" 
et L'E', perpendiculaires Tune à M*il/, Tautre à M'ifef, 
•cfront les projections de la ligne cherchée , qui passe par 
le point donné , et est perpendiculaire au plan M'ilf M*. 

PROBLÈME. 

34. Mener par un point donné un plan perpendicu-* 
laire à une droite donnée. 

Il est évident que les communes sections du plan 
cherché , avec chacun des plans coordonnés , doivent 
être perpendiculaires sur .les projections de la droite, 
donnée. Si on conçoit par conséquent un plan dont les 
communes sections satisfassent à cette condition , il ne 
8*agira plus que d'en mener un autre qui lui soit paral- 
lèle , et qui passe par le point donné. 

Pour èlFectuer cette construction , on mènera per- Fig. 5i3^ 
pendiculairement à FM' et par P', projections de la 
ligne et du point donnés , la droite P' Q qui sera parai*- / 

lèle à la commune section du plan cherché avec le plan 
horizontal. Si on la regarde comme la projection sur le 
plan faori2;ontal d'une ligne qui lui soit parallèle^ et qui 
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rig.a3. passe par le point donné, on constrnira/ comme on Ta 

fait (5i ) > 1^ rencontre de cette dernière avec le plan 
Vertical , qui aura Mext en Q" ; et menant par ce point, 
Q'M perpendiculaire à EM*, ce sera la commune sec**' 
tîon du plan cherché , avec le plan vertical : la ligne. 
MM' perpendiculaire à FM' sera sa commune se^ction 
avec le plan horizontal. 

Je ne m'arrêterai pas à déterminer le* point où la 
' perpendiculaire rencontre le plan donné; car cela re-' 
Trient JL trouver Tintersection d*une ligne et d*un plan , 
problème résolu, n® a5 : connaissant ce point, ainsi 
que celui par lequel a été menée la perpendiculaire , on 
en trouvera la longueur, par ce qui a été dit,^n°. 16. 

35. Rematque. Les deux problèmes précédens peu- 
vent être poâés et résolus d'une manière pins simple ^ 
^u'il est bon de connaître • 

Dans le premier , où il s'agît de mener par un point 
proposé une ligne perpendiculaire à un plan, ce plan 
peut être donné par son inclinaison sur le plan horizon- 
tal et par la ligne suivant laquelle il le rencontre. 
r>S- ^' Aio^i L étant la projection sur le plan horizontal , du 
point par lequel on veut mener une ligne perpendicu- 
laire 41U plan M'^M", il faudra tirer de ce point une 
perpendiculaire Z/^à la droite M'M ; ce ?era la projec- 
tion horizontale de la ligne cherchée qui doit ^ trouver 
ella-iuêhie dans le plan verHcal. élevé jur cette projec- 
tion. En le prenant pour un des plans coordonnés , on y 
construira le point L* placé à une hauteur LV au- 
dessns de sa projection , égale à celle qu'on connaît ; et 
menant L^O" perpendiculaire à M"M ce sera la ligne 
> depiandée , et en même temps la plu« courte di^itance 

du point donné U au plan M'MW, 

Si^pposçm^ qu'une ligne soit donnée par sa pro^ctioA 
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horizontale LM, et par sa situation tespectivement a Fig. al* 
cette projection dans le plan vertical DAB , et qu'on 
veuille lui mener un plan, perpendiculaire , par un point 
donné : F étant la projection de ce point sur le plan 
horizontal, on con&tiuira sa projection verticale P", et 
menant P"0" perpendiculaire sur Eh", on aura la com- 
mune section du plan demandé avec le plan vertical ; 
on élèvera ensuite MW perpendiculaire à EM, ce ' 
sera la commune section de ce même plan avec le plan 
horizontal. 

PROBLÈME. 

36. Faire passer un plan par trois points donnés. 

Il faut joindre les trois points par deux lignes droites , 
chercher les rencontres de chacune d'elles avec l'un des 
plans coordonnés ^ Thorizontal par exemple ; les deux 
points qu'on trouvera de cette manière détermineront 
la commune section du plan proposé avec le plan hori- 
zontal. Il ne restera plus qu'une condition A remplir > 
c'est d'assujétir ce plan à passer par l'un quelconque 
des points donnés, ainsi qu'on l'a fait n^ 3i. 

M', N', P', sont, sur le plan horizontal, les projec- Fig. 25, 
tions des trois points donnés ; M" N", P", leurs projec- 
tions sur le plan vertical\; ainsi les lignes qui joignent 
ces trois points dans l'espace , et qui déterminent le plan 

f M"N" 1 
et pour projections verticales j |M//pi7 1 â '®s points E' 

et F' sont les rencontres dé deux droites données avec 
le plan horizontal , trouvées par le procédé du n* 1 1 : 
par conséquent E'F' est la commune section du plan 
cherché avec le plan horizontal. 
Pour trouver la commune section sur le plan vertical. 
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Fîg. a5. on a mené , conformément au n** 3i , M'G parallèle â 
E'F, GG" perpendiculaire à AB et égale à MM"-, les 
points G" et H déterminent la comnuine section sur le 
plan yertical. 

5j. On peut construire le même problème^ en imagi- 
nant que par l'un des points donnés et chacun des deux 
autres^ on ait mené deux plans verticaux^ et qu'on les 
ait ensuite rabattus sur le plan horizontal , eh les faisant 
tourner autour des lignes qui joignent les projections 
horizontales des points par lesquels ils passent (17). 
Fîg.a6. On prolongera les lignes MN et MP fusqu'à ce 
qu'elles rencontrent leurs projections sur le plan hori- 
zontal, ce qui donnera les points Ë'et F^ de ta commune 
section du plan cherché avec celui-ci. 

On voit par ce qui a été dit , n° 27 , qu'en menant 
G'M' perpendiculaire sur F'E', et construisant le trian- 
gle rectangle G'M'M", dans lequel M^M' est égal à M'M, 
l'angle M"G'M' mesurera l'inclinaision du plan cherché , 
sur le plan horizontal. 

38. Corollaire, Il n'est pas moins clair que F'M et 
E'M sont les distances du point M' de l'espace à chacun 
des points F' et E', où ces droites rencontrent le plan 
horizontal ; on connaît donc les trois côtés du triangle 
formé par le point M et ces derniers , et on le construira 
en le supposant rabattu sur le plan hori2X)ntal » après 
avoir tourné autour de F'E' : il est représenté dans la 
figure en F'mE'. 

On aura donc aussi l'angle F'mE', formé par les 
deux lignes E'M et F'M , lorsqu'elles se trouvent dans 
leur situation réelle. 

Il est à propos de remarquer qu'en pliant le plan de 
la figure suivant les lignes E'M', F'M'' et E'F', les 
triangles E'M'M, F'M'M et F'mE', se réuniront tous 
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^r un de leurs angles au point M 5 ils formeront alors Fig. a6» 
un tétraèdre dont cette figure offre le développement. 

PROBLÈME. 

39. Deux plans étant donnés^ trouver V angle qu*ils 
font entre eux. 

On sait que Tangl^e de deux plans se mesure par celui Fîg. i7« 
de deux perpendiculaires menées dans chacun de ces 
plans , à un même point de leur commune section. 

Il ne s'agît donc que de construire ces lignes \ or elles 
déterminent un plan perpendiculaire à Tintersection 
des plans proposés : il suit de là qu'après avoir trouvé 
les projections de cette intersection ^ comme on l'a vu 
n^ i3, il faudra, par un point pris arbitrairement sur 
cette ligne, lui mener un plan perpendiculaire dont on 
construira les communes sections avec chacun des plans 
proposés. Ces deux dernières droites se coupant au 
point par lequel on a mené le plan perpendiculaire , il 
sera facile d'en trouver l'angle , par ce qui a été dit au 
n^ précédent , et cet angle mesurera l'inclinaison des 
plans donnés. 

Tel est le procédé général qu'on peut suivre pour 
résoudre la question proposée ; il ne dépend que des 
problèmes déjà résolus : cependant on peut diminuer 
la nombre des lignes qui entrent dans la construction , 
en choisissant convenablement le point par lequel on 
mènera le plan perpendiculaire. ' 

Voici le détail^ d'une construction qui m'a été com- 
muniquée par M. Monge , et qui est une des plus siniples 
qu'on puisse trouver pour. ce cas. 

Supposons que les deux plans donnés soient IVEF", 
iVGF", et que la projection de leur cgmmune section 
^Mf 1^ pl^n horizontal soit la ligne ïVF) je construis 
dims le plan vertical passant par cette droite, J'inter- 
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lÈig. 97^ section des deux plans donnés , en élevant FF pûtpen» 
diculairement sur FiV et égale à FF" 'y ensuite par un 
point M', pris à volonté sur H'F, j'élève un plan per- 
pendiculaire à la ligne FH' (35) : je trouve ainsi la 
'droite PM'.qui est la commune section de ce plan et du 
plan vertical FFH'. Mais si on fait tourner le premier 

-' autour de sa commune section L'N' avec le plan hori- 
zontal , la ligné PM' étant perpendiculaire sur M'N', 
viendra tomber nécessairement sur H'M' (8), et le 
point F se trouvera en P^ *, le triangle formé par les trois 
points L', P , N' ne changera dans aucune de ses di- 
mensions par ce mouvement : il sera donc exactement 
représenté par L'P'N', et Tangle en P' sera celui des 
deux plans donnés. 

PROBLÈME. 

40. Un plan étant donné, ainsi quune Hfçne droite 
située dans ce plan, mener pttr cette droite un second 
plan qui fasse avec le premier un angle donné. 

On construira un plan^erpcndiculaire à la ligne don- 
née , et passant par un point pris à volonté sur cette 
ligne ; on en cherchera la rencontre avec le plan donné , 
€t il faudra jmener dans le platt perpendiculaire une 
droite qui fasse avec celle-là l'ang4e donné. 

Il est facile de retourner la Solution du problème 
* précédent , pour l'appliquer à celui qui nous occupe 
maintenant. 

Em effet, les données sont alors, i^^e plan H'jE'F"; 
s** 1« plan vertical FH'F qui se trôu^ rabattu sur lé 
plan horizontal. On construira L'N' et le p'oidt P'^ 
comme dans le problème précédent j et on fera sur UP' 
Tangle L'P'N' égal à: l'angle donné ; par le point N' ainsi 
déterminé , on mènera WG, ensuite on tirera GF^^t 
on aura le plt^n cherché WGF". 
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PROBLÈME^ 

41. Connaissant r angle que deux lignes font entre 
elles , et celui que chacune fait avec une verticale menée ; 
par leur point de rencontre , trouver la projection d» \ 
premier dhgîe sur le plan horizontal. Fîg. «8. 

On peut considérer le point de rencontre des droites 
proposées avec la verticale , comme le sommet d'une 
pyramide triangulaire dans laquelle on connaît )es troi« 
angles que ses arêtes font deux à deux ; c^tte pyra- 
mide à d*ailletirs pour base un plan perpendiculaire à 
Tune de ses arêtes , puisqu'elle repose sur le plan hori- 
zontal : avec ces données, on peut la développer. 

En effet , si on conçoit que la face DAG' tourne au- 
tour de AD , pour venir s'appliquer dans le prolonge- 
ment de la face DAE , il est aisé de voir que dans ce 
mouvement le point G' ne sortira pas du plan horizon- 
tal , puisque AD est une verticale ^ et que par -consé- 
quent AGf lui est perpendiculaire : DG sera donc de la 
même grandeur que DG^. ; et idans le triangle rectangle 
DAG 00 connaîtra Tangle AD G , qui est celui que 
Tune des lignes proposées fait avec la verticale AD, 
et dont la valeur est donnée va priori^ ou prise à «trolonté. 
On déterminera par conséquent les deux côtéê AG et 
DG ; et on opérera de même sur le triangle DA^. En- 
suite lorsque AG et DG, AE et DiB^, seront connus, on 
construira le triangle DEG", dans lequel Tangle EDG" 
est égal â celui que les droites proposées font entre eWea, 
et le côté DG' est la même chose que DG. Ayant ob- 
tenu la grandeur de EG"^ en voit qu'en faisant tourner 
le triangle EDG" autour de DE , et le triangle ADG 
autour d€k ADy les points G et G" doivent se réunir à 
l'angle G' de la pyramide : on aura donc la base de cette 
pyraînide en décrivant lé triangle AG'E sur les trois 
côtés A£ , AG et £0'. 
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Fig. 28. L'angle -EAG' sera la projection demandée de Tangle 
EDG\ 

Si Tun des angles compris entre la verticale et les 

Fig.aS*. lignes proposées , était droit , ADG, par exemple , la 

ligne DG ne rencontrant plus AG\ la construction ci-* 

dessus ne pourrait s'effectuer 5 mais il est aisé de voir 

qu'on y suppléerait, en prenant Dû à volonté ^ abaisr 

sant GG' perpendiculairement sur ^G' ; car on obtien*» 

drait £G^, en construisant le triangle GG^Ë , rectangle 

•^cn Gf, dans lequel GG' est donné, et G'E résulte du 

triangle G^AE : le triangle GDE se forme comme le 

' triangle EDG" de la Egure relative au premier cas (^). 

PROBLÈME. 

4a. Deux lignes droites étant données sur un pian, 
par leur point de rencontre, eri mener une troisième qui 
fasse un angle avec chacune d'elles. \ 

Fîg. 39. Les trois lignes que nous considérons forment un angle 
trièdre , lorsqu'on les lie parles plans qui les contiennent 
deux à^deux ; et on peut le développer en faisant tour- 
ner deux de ses faces jusqu'à ce qu'elles tomBetit sur les 
prolbngemens de la troisième! 

Soient FAE', E'AH', H'Af, les trois angles donnés : 
si on prend sur les côtés AF et Af , dés points F et f 
^ également éloignés du sommet A, il est aisé de voir ^ue 
ces deux points doivent se confondre , lorsque les plans 
sont réunis dans leur position naturelle ; mais il n'est pas 
moins évident ( 8) , que lés perpendiculaires FF et ff, 
abaissées sur les droites A£' et AH', autour desquelles 
se fait le développement, décriront des plans perpendi- 
culaires à ces lignes, et que ces derniers rencontreront 
_ — . y ■ 

('*'} Ce problème a son application en Trigonométrie, pour réduire 
an plan horizontal , les angles observés sur des plans inclina j il pçut 
aussi se résoudre pac la Trigonométrie sphérique ( Trig. /»« 62.)- 

le 
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le plan korizontal suivant FF' et f F ; le point F' appar- Fig. ag» 
tiendra par conséquent à la commune section des plans 
que nous considérons, et qui sera la verticale élevée 
par ce point. C'est sur cette ligne que doivent se trou- 
ver réunis les points F et f ; la droite AF' est donc la 
protection horizontale de l'arête supérieure de Tangle > 
trîèdre , lorsque cette arête est dans sa position natu- 
relle. Le point A étant celui où elle rencontre le plan 
horizontal , il suffit, pour la déterminer entièrement, de 
parvenir à connaître la hauteur d'un autre de ses points; 
mais nou« observerons que les points F et f qui lui ap- 
partiennent , décrivent chacun un cercle dans le déve- 
loppement, et ces cercles sont situés dans les plans 
engendrés par FF et (f. Si donc Ton construit Tun de 
ces cercles^ en supposant son plan rabattu sur le plan 
horizontal , il déterminera la hauteur du point de l'es- 
pace où se fait la réunion des points F et f. 

Sur FF, comme rayon , on a décrit le demi-cercle 
FF"; et la perpendiculaire FT", qui n'est autre. chose 
que la commune section des plans verticaux élevés sur 
FF' et/ï", donne la hauteur du point cherché au-dessus 
du plan horizontal. 

Si on tire FF", cette ligne sera la projection de l'arête 
supérieure de l'angle triédre , sur le plan vertical élevé 
par la ligne FF'; on aura donc les deux projections de 
cette arête : elle sera par conséquent déterminée. 

43. Corollaire. L'angle F"FF' est égal à celui que 
les deux plans FAE' et E'AH' font entre eux , lorsqu'ils 
sont dans leur situation naturelle ; car il est ^vident que 
le plan F*'FF' est perpendiculaire à leur commune 
section AE', et que FF" n'est autre chose que FF 
rapportée dans ce plan. 

• 44* Remarque. Le problème précédent cessera d*être 
Compl. de la Géom. éf édit. 3 
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Fig. aQ. possible , lorsque Yun des trois angles donnés sera pIoB 
grand que la somme des deux autres ; la construction 
indiquée ci-dessus , fait connaître cette impossibilité , 
parce qu'il arrive alors que le point F' tombe hors du 
cercle décrit sur FF, 

On peut se peindre facilement ces exceptions ^ en se 
représentant les deux cônes droits décrits par les angles 
£'AF et H'Af , lorsque ces angles tournent respective- 
ment autour de leurs côtés AË'' et AH'. Le problème 
n*est possible que lorsque ces cônes se coupent ou se 
touchent ; mais cela n'aura pas lieu si l'un embrasse 
l'autre tout entier , ou si leurs bases , trop petites 
ou trop éloignées l'une de l'autre , ne se rencontrent 
pas. 

45. On peut renverser la question , et se proposer 
de trouver le développement de l'angle trièdre formé 
par les deux droites A£'^ AH'^ et par une troisième 
dont AF' serait la projection horizontale , JPF" la 
projection verticale ) alors il faudra déterminer les 
angles FAE' et fAH'. !Voiei comment on y parviendra : 
on prolongera FF' indéfiniment, et on décrira sur FF*' 
un demi-cercle qui fera trouver le point F, et AF sera 
l'une des droites cherchées. On opérera de même dans 
la recherche de Af. 

On voit donc qu'on a tout ce qu'il faut pour la 
construction d'un angle trièdre, lorsqu'on connaît l'une 
de ses faces , la projection sur cette face de l'arête qui 
lui est opposée , et la hauteur d'un point de cette arête 
au-dessus de sa projection. 

46. Lemme. Si par un point quelconque de la corn» 
Tnune section de deux plans, on élève, en-^dehors de 
V angle qu ils forment, une perpendiculaire sur chacun, 
ces lignes feront un angle qui wra la même mesure 



< , 
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que le supplément de t angle dièdre formé par les plans 
proposés, " 

En effet, les droites menées comme on vient de le 

dire , se trouveront dans le plan perpendiculaire à la 

commune section des plans proposés ; et si on suppose 

que A£ et AF soient les intersections de ceux-ci avec Fîg. 3a. 

le premier, il est aisé de voir que les angles £AF et eAf 

6ont supplémens Tun de l'autre } car si des quatre angles 

droits formés autour du point A , on retranche les deux 

angles droits f A£ et FAe , il restera les deux angles EAF 

et eAf y dont la somme vaudra par conséquent deux 

droits. 

THÉORÈME. 

• 

47' Si par le sommet d^un angle trièdre et en dehors 
de cet angle ^ on mène des droites perpendiculaires à 
chacune de ses faces , les plans qui contiennent ces 
lignes deux à deux formeront un nouvel angle trièdre, 
dans lequel les angles des arêtes seront supplémens des 
angles des faces du premier^ et les angles des arêtes de 
celui-ci seront supplémens de ceux des faces du nouvel 
angle trièdre. 

Soit Ae la droite perpendiculaire à la face AFG ; elle Fîg. 3r. 
le sera par conséquent aux lignes AG et AF, menées 
par son pied dans ce plan : eu raisonnant de niéme pour 
Af et Ag , respectivement perpendiculaires aux plans 
,A£G et A£F, on formera le tableau suivant : 

f AF 

Ae perpendiculaire sur AFG , Test sur { . p ; 

Af perpendiculaire sur AEG , l'est sur \ . p ; 

Ag perpendiculaire sur AEF, l'est sur ] *«• 

TA/m m TOÎtqae chacnne des arêtes dtt premier angle 

3.. 



36 COMPLÉMENT. 

Fig,3i. trièdre se trouve répétée plusieurs fois; on en conclura 
donc ce qui suit : ^ 



AE perpen(ScuIaire sur J et i , Test au plan A% ; 




AF perpendiculaire sur -{ et > , l'est au plan Aegj 



AG perpendiculaire sur ^ et > , Test au plan AeF, 



Or, en vertu du lemme précédent, les lignes Ae et 
Ag font entre elles un angle supplément de celui qui 
mesure rinclinaison des plans AFG et AEF , auqueis 
elles sont respectivement perpendiculaires ; il en sera 
de même des lignes A£ , AG , et des plans Afg , Aef : 
donc les angles des arêtes de ]*un des angles trièdre^ 
fiont les supplémens de ceux des faces de l'autre ^ et 
vice versa (*). 

48. Corollaire. Il suit de là qu'on peut construire le 
développement d'un angle trièdre dans lequel on con- 
naît les angles que ses faces font entre elles : 

Car, si pn développe un angle trièdre dont les arêtee 
fassent deux à deux , des angles qui soient les supplé- 
mens des angles donnés , on pourra par les moyens in- 
diqués n** 42 et 43 , trouver les angles des faces de 
celnirci , qui , d'après le théorème précédent , seront' 
mesurés par les supplémens de ceux des arêtes de l'angle 
trièdre proposé. Dès qu*on sera parvenu à connaître 
ces derniers , on pourra développer l'angle trièdre au- 
* ■ ■ ' ■■.Il II — ii^ 

i*) Ceci répond aux triangles sphérig[ae»8applàBentaires. ( Tng^ 5o.) 
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qnel ils appartiennent , et trouver la proiedtfon Je Tune ' 

quelconque de ses arêtes sur le plan des deux autres. 

PROBLÈME. 

49. Connaissant dans un angle trièdre^ l'angle que 
forment deux arêtes , et ceux que la face qui les con- 
tient fait avec chacune des deux autres , trouver sur 
son plan , la projection de la troisième arête, ' 

La question proposée revient à celle-ci : Connais- 
sant les angles que deux plans font avec le plan hon^ 
zontaly et les lignes suivant lesquelles ils le rencontrent , 
trouver la projection de leur commune section. 

Soient AË' et Ae-^ les communes sections des plans Fig. ^ 
proposés,.avec le plan horizontal; G'E'F, g'e'f, les angles 
que chacun des premiers forme avec le troisième 5 en 
tirant, par un point g' pris à volonté sur e'g', une pa- 
lallèle à Ae', cette droite sera (fl8) la projection d'un«i 
ligne horizontale menée dans le plaa Ae'f à la hau- 
teur g'f.. 

Si on conçoit pareillement une ligne horizontale me- 
xiée dans le plan AET, à la même hauteur , elle ren- 
contrera nécessairement celle dont on vient de parler^ 
dans un point de la commune section des deux plans 
proposés; car elles déterminent ensemble un plan pa«- 
rallèle au plan horizontal :. les projections de ces lignes 
se rencontreront par conséquent dans un point qui sera 
la projection de l'un de ceux de la troisième arête. 

En prenant E'K' égalé à g'f , et menant K'F parallèle 
à E'G', on trouvera un point F , tel que sa hauteur G'F 
au-dessus de sa projection , sera égale à g'f ; et par con-- 
séquent G'G', parallèle à AE' sera la projection de la 
droite horizontale menée dans le plan AE'F, à la même 
hauteur que la première que nous avons construite : 
Ô' sera dbnc la projection d'un point pris sur la cûm?^ 



1 
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Fig. 33. mnne section des plans Ae'f et AET, on sur la trôi-r 
V sième arête. La hauteur du point dont O' est la projec- 

tion I est donnée par la construction même, puisqu'elle 
est égale à GT , comme celle de tous les points qui 
répondent au^essus des droites gff et G^F. 

PROBLÈME. 

5o. Connaissant dans un angle trièdre deux faces H 
f angle quelles comprennent, construire le développe^ 
ment de cet angle trièdre. 

F^. 33. Supposons d^abord qu*on ait rabattu I*une des faces 
données Aff dans le plan de l'autre AfF', si par un 
point y*, pris à volonté sur l'arête commune Af, on 
élève une perpendiculaire /T, elle décrira dans le dé- 
veloppement, un plan perpendiculaire à cette arête» 
C'est dans ce plan que doit se trouver l'angle qui me- 
sure celui que les faces données font entre elles ; fai- 
sant donc sur fF, Tangïe F"fF égal à l'angle connu ^ 
^ et prenant fF" égale à f/", on aura ainsi la situation 
du point f à l'égard de la ligne flF, lorsqu'il est dans 
sa position naturelle. Mais il est aisé de voir que les trois 
points/, F* et F, déterminent la base de la pyramide 
formée par l'angle trièdre proposé , et le plan qu'on 
a mené perpendiculairement à l'arête A/*; de plus , la 
face qu'on cherche , devant s'appuyer sur AF, et se 
réunir avec les triangles A/f et Ffï", suivant les lignes 
Af et FF*', elle ne saurait être que le triangle AFF 
décrit sur les trois côtés AF, Af et FF" {*). 



(♦) Ceux àt nos lecteurs à qtii k trigonome'trîe sphenque est fa- 
milière, reconnattroni sans peine, dans les problèmes prëcedens » 
les principales questions de cette trigonome'trie ; et cela leur suffira 
pour rësoodxe de la même manière tontes celles qui pourront se 
préaenter. 



'. 
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PROBLÈME. 

Si» Les projecticms étun point étant cemmies sur les 
jdans coordonnés i projeter ce point sur ^antres plans 
donnés, 

La définition que nous ayons donnée des projections, 
réduit le problème proposé à l'a recHerctie de la ren- 
contre du plan donné , et de la perpendiculaire menée 
sur ce plan par le point qfu'on veut prc^ter de nouveau ; 
or il n'j a rien là qu'on ne puisse exécuter à Taide de 
ce qui précède. 

Mais ce qui caractérise particulièrement la question 
que nous avons en vue, c'est de marquer sur le pla» 
donné le point de rencontre dont on vient de parler ^ 
aGn qu*'en opérant sembTablement sur plusieurs point» 
de l'espace , on puisse détermmer leurs projections res- 
pectives sur ce plan. 

Pour cela il faut déterminer la position de cBacirne- 
dcs projections qu'on cbercbe , par rapport à deux 
droites prises dans le plan donné , et dont la situation 
soit connue à Fégard des plans coordonnés. La com^ 
mune section du plan .donné avec Te plan fiorizontal » et 
celle qu'il aurait avec un pTan verticaT perpendiculaire 
à cette ligne, sont très-propres à cet usage : iFne s'agît 
donc plus^ que de trouver la distance des projections 
cherchées , à chacune de ces droites. Soient N^iXIN" le f ig* 3*4* 
plan proposé, P' et P'' les projections du point donné ; 
celles de la perpendiculaire menée de ce point sur le 
plan proposé , sont P'p' sur le plan horizontal , et e'^q^ i 
sur le plan vertical perpendiculaire- à iWN^, qu'on sup- 
pose ici rabattu sur le plan horizontal après avoir tourné 
autour de N'E'^: on aura N'q*' (35) pour la distance du 
point de rencontre de la perpendiculaire et du plaa 
proposé , a la droite M^'. 
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FJjg. 34. Si maintenant on conçoit que le plan N'JlfN'^ tonme 
autour de la commune section MW, pour se rabattre 
sur le plan horizontal, la ligne N'q", qui, dans sa posi- 
tion naturelle , est perpendiculaire à Mîi\ viendra se 
coucher sur N'E' ; d*où il suit que la projection cher- 
chée sera à une distance de M^' égale à îi'p ; elle se 
trouvera donc sur pp', parallèle à MN' ; mais cette 
projection étant dans le plan vertical élevé sur P'p', 
elle sera portée sur cette droite , dans le mouvement 
supposé^ et par conséquent elle tombera en p'. 

On pourra joindre à la projection qu'on vient de 
trouver, une autre projection sur le plan vertical pas- 
aant par N'p, en observant que les hauteurs au-des- 
sus du plan ^'MM." sont égales aux perpendiculaires, 
telles que e^'q", abaissées des points proposés , rappor- 
tés dans le plan vertical dont il s'agit, sur N'q". Or 
cette droite se trouve couchée sur N'p, lorsqu'on a 
rabattu le nouveau plan de projection sur le plan hori- 
zontal ; c'est donc par le point p qu'on doit élever pp*' 
perpendiculaire à I^'p et égale à e^q". 

Les nouveaux plans coordonnés sont le plan WMN" 
et un plan perpendiculaire à celui-ci, passant par N'p. 

Je me suis un peu étendu sur ce problème , parce 
qu'il entre comme auxiliaire dans la solution de beau^- 
coup d'autres. 

52. Corollaire P^. En rapportant de cette manière 
deux points sur le plan proposé N'MN^, on trouvera 
sur ce plan, la projection de la droite qu'ils déter- 
minent. 

53. Corollaire IL Réciproquement, lorsqu'on con- 
naîtra la position d'un point par rapport aux nouveaux 
plans que nous venons de considérer, on pourra trouver 
ses projections sur les plans coordonnés primitifs. 
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On prendra N'q" égale à N>, et élevant qV égale Fîg. H- 
à pp", perpendiculairement sur N'q", on mènera e"P' 
parallèle à MN', qui par sa rencontre avec P'p' don- 
nera la projection cherchée sur le plan horizontal : 
celle-ci étant rapportée sur le plan vertical DAB, à 
une hauteur PP", égale à E'e", déterminera la projec- 
tioi^F' sur ce dernier plan. 

PROBLÈME. 

54' Deux plans étant donnés , ainsi qiiune ligne 
droite située dans tun , mener dans Vautre une ligne 
qui fasse avec la première un angle donné. 

Il est évident que* pour que ces deux lignes fassent Eig. 35. 
entre elles un angle , il faut qu'elles se rencontrent ; et 
comme elles sont dans deux plans diiférens , cela ne . 
peut arriver que dans la commune section de ces plans. 

Cela posé , on fera sur le premier plan ABC , qui 
contient la ligne donnée Q^E , un angle^ F'G^E égal à 
Tangle connu ; on concevra que cet angle tourne au- 
tour de G'E, jusqu'à ce que son autre côté G'F' vienne 
s'appliquer sur le second plan CAD 5 et comme le 
sommet G' est déjâ^dans ce plan^ il ne s'agit que de 
trouver encore un point qui soit sur la droite G'F', prise 
dans cette position. 

Si on mène sur G'jB, par le point E, la perpendicu- 
laire EF\ le point F', dans le mouvement qu'on vient 
d'indiquer, décrira un cercle qui rencontrera le plan 
CAD au point cherché. Il est aisé de voir que le plan 
de ce cercle sera perpendiculaire au plan ABC ; car 
étant engendré par la ligne EF', il sera perpendicu- 
laire à la droite CE qui se trouve dans celui-ci : mais 
les points de rencontre du cercle avec le plan CAD , 
doivent être placés sur la droite qui est l'intersection 
de ce plan avec celui qui est engendré par EF^, et qui 
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fig. 35. contient le cerclé dont il 8*agit. On a donc dans un seul 
plan i^out ce qu'il faut pour résoudre la question pro» 
posée ^ car on peut, par le problème précédent, trouver 
dans ce plan sa commune section avec CAD| et décrire 
le cercle engendré par le point F'. 

Supposons donc que le plan décrit par J&F' âoît ra- 
battu sur le -plan horizontal ABC ; sa comnnitoe sec- 
tion EE!' avec le plan vertical étant perpendièulmre à 
EF\ tombera sur &E, et le point E" sera porté en E r 
voilA dé}à un des points de 1^ commune section du plan» 
"EJ'EF' avec le plan CAD. Pour en trouver un autre , 
je cherche la hauteur jPF* du point correspondant à F'' 
dans le plan CAO ;. car ce point- étant placé dans Ta 
verticale élevée en F', sera aussi dans le plan E'EF^^ 
Prenant FF' égale à FF", la droite FK sera la commune 
section cherchée du plan CAD avec le plan vertical 
élevé sur EF^; le cercle FKk, décrit du point E comme 
centre et d'un rayon EF", la rencontre en R et k : 
il ne faut plus que rapporter ces points sur te plan ABC^ 
opération. suiHsamment indiiquée dans la figure. 

Le problème a deux solutions ; car G'F', dans le mou* 
vement qu'on lui supposje , décrit un cône qui doit enr 
général rencontrer deux fois le plan CAD. Il peut arri»- 
ver aussi que ce plan ne soit que touché par le cône,, et 
enfin qu'il n'en soit pas même atteint. 

Il est à propos de remarquer qne l'angle DAB est Ist 
projection sur le plan vertical, de l'angle ¥^&E- situé 
dans la position qu'il doit avoir, et que par conséquent 
on aurait pu énoncer la question suivante : 

Connaissant la projection d^un angle , et la position 
iun de ses côtés , trouver celle de l'autre, 

problème: 

5S. Les projections d^une droite située dans Vespoof 
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étatU données f mener un plan qui passe par cette droite , 
et qui fasse €i¥ec le plan horizontal un angle donné. 

Soient P'G' et VG les projections de la droite don- Fig.36. 
née; supposons que le plan cherché soit fi"Mîi\ et , 
qu'on ait sa commune jection avec le plan horizontal ; 
il est évident qu'elle doit passer par le point G^ où la 
ligne donnée rencontre celui-ci. 

Concevons à présent qu'on ait mené par un point P 
de la ligne donnée , un plan perpendiculaire à cette com- 
mune section ; les lignes P'E', PE', PT , suivant les- 
quelles ce nouveau plan rencontre Fhorizontal , le plan 
donné et le plan projetant de la droite donnée, forment 
un triangle rectangle en P', dans lequel on connaît le 
côté P'P et l'angle PE'F : il est donc facile de le cons- 
truire , ce qui déterminera P'E'. Mais parce que le 
plan PE'P' est perpendiculaire à la ligne G'N', le trian- 
gle G'E'P' sera rectangle en E'; on y connaît d'ailleurs 
le? côtés G'F et P'E' ; on pourra donc le construire , 
et trouver le point E\ ce qui donnera la commune 
section N'G' du plan horizontal avec le plan cherché : 
il ne faudra plus qu'assujétir celui-ci à passer par le 
point P de la ligne donnée ^ ce qui sera facile (3i)- 

La seconde Ggure de cet article a les mê(nes lettres 
que la première ; elle renferme de pins la construc- 
tion des triangles rectangles e'P'P et G'P'E' ; le pre- 
mier a pour côté P'P égal à PP'', et l'angle e'PP' est 
le complément de l'angle donné. On décrit ensuite sur 
G'P', comme diamètre, un cercle dans lequel on prend 
la corde FE' égale à P'e' ; le triangle FE'G' construit 
ainsi, est le même que le triangle VElCt de la première 
figure • 

56. Corollaire, Si le plan cherché devait faire l'angle 
donné ^ non pas avec le plan horizontal , mais avec un 



1 
1 
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Fig. 3Ô. plan quelconque » il faudrait projeter la ligne donnld 
sur ce plan , ainsi qu*il a été dit^ n® Sa ; et le problème 
reviendrait alors au précédent. Lorsqu'on aurait trouvé 
la commune section du plan donné et du plan cherché, 
on aurait deux droites qui détermineraient ce dernier* 

PROBLÈME. 

67. Deux droites qui ne se coupent point, éteint 
données dans l'espace, trouver leur plus courte distance. 

Supposons d'abord que l'une des droites données soit 
perpendiculaire au plan horizontal , elle y sera repré- 
Fig. 37. sentée dans un seul point M' ; et sur le plan vertical , 
sa projection sera MM" perpendiculaire à AB. 

On mènera M' F perpendiculaire à P'H', projection 
de la deuxième droite donnée sur le plan horizontal, et 
ce sera la plus courte distance demandée. 

En effet, on a vu , n° iG, que la distance de deux 
points donnés de l'espace , et sa projection sur le plan 
horizontal , font partie d'un triangle rectangle , dont la 
première est Thypoténuse , et la seconde le côté ; il 
suit donc de là que celle-ci est plus courte que l'autre. 
Or M'P' étant perpendiculaire sur P'H', est la plus 
courte de toutes les projections horizontales des dis- 
tances des points pris sur les deux lignes données; et 
cette projection n'est autre chose que la distance de 
deux points placés à la même hauteur au-dessus du plan 
horizontal , dans Tune et l'autre droite : ainsi , d'après 
ce qui précède, il est évident que cette distance est 1^ 
plus courte qui puisse exister entre les lignes données. 

On trouvera les points où elle a lieu , en cherchant 
sur la ligne P"H" le point correspondant à P', et en 
prenant sur la projection verticale de l'autre droite 
donnée, un point M^ placé à même hauteur au-dessus 
du plan horizontal. 
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Si les droites étaient situées d'une manière quel- Fig. S;, 
conque par rapport aux plans coordonnés, on les projet- 
terait (Sa) sur un plan perpendiculaire à Tune d*elies ; 
et la solution qu'on vient de donner serait alors appli- 
cable à ce cas général. 

^ 58. On peut encore trouver la plus courte distance Fig* 38; 
de deux droites M'N' et EF , en prenant par la pre- 
mière un plan H^G' parallèle à la seconde {Géom. ai 8)» 
puis en abaissant d'un point quelconque de la seconde^ 
une perpendiculaire ££^ sur ce plan ; cette perpendi- 
culaire est la plus courte distance cherchée^ et déter- 
mine le plan FEE' qui rencontre la droite M'N' au 
point V, où cette droite s'approche le plus de EF. 
Voici comment on effectue ces opérations : 

£9"^ Fig. 39. 

et > sont les proj ections de la première ligne donnée ; 

E'P' j 

celles de la seconde. 



£' est le point où la première ligne donnée rencontre 
le plan horizontal , et E'L', EU' sont les projections 
d'une ligne menée par ce point , parallèlement à la 
seconde ligne donnée , pour déterminer un plan qui 
soit parallèle à cette dernière. 

On a construit^ par le procédé du n^ 36, le plan qui 
passe par la ligne menée ci-dessus , et par la première 
des droites données ; ce plan est G'GG" ; et comme il 
est parallèle à la seconde droite donnée , il ne s'agit 
plus que d'abaisser d'un point quelconque de cette der- 
nière, une perpendiculaire sur ce plan : c'est ce qui a 
été fait par le point dont les projections sont O' et O. 

On a cherché , ainsi qu'il a été dit n® 5i5 , la rencontre 



"N 
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Fig. 39. de cette perpendiculaire avec le plan G'GG", et on a 
trouvé N' et N" pour ses projections. 

Afin de connaître le point où la plus courte distance 
a lieu^ on a tiré par le point N^, parallèlement à il/CX; 
projection horizontale de la seconde droite, une ligne 
IS'y qui est évidemment la projection , sur le plan ho- 
rizontal^ de la rencontre du plan G^GG'\ avec un plaa 
qui lui serait perpendiculaire , et qu'on aurait mené 
par la deuxième droite donnée > puisqu'elle appartient 
à une droite parallèle à celle-ci , et qui passe par le 
pied de la perpendiculaire abaissée de cette droite sur 
le plan dont il s*agit| ou autrement, c'est la projection 
de E'F' (yîg*. 38). 

Le point P' où la ligne N'F rencontre la projection 
horizontale £'P' de la première ligne donnée , est la 
projection du point P' de la fig. 38, et par conséquent 
celle du point où la première droite s'approche le 
plus qu'il est possible de la seconde. La droite élevée 
par ce dernier , perpendiculairement au plan G'GG% 
est la plus courte distance demandée ; ses projections 
i sont P'K', P'K", parallèles à N'O', WO ; et on trou- 

vera sa longueur par le n^ 16. 

THÉORÈME. 

59. La somme des quarrés des cosinus des angles 
qu'un plan quelconque fait avec trois autres perpendi^ 
culaires entre eux, est égale au quart é du rayon, 

Fig, 40. Si par le point M , on imagine un plan perpendicu- 
laire à la droite AM , les intersections BN', BN" et CN", 
de ce plan , avec chacun des plans coordonnés , seront 
respectivement perpendiculaires aux projections M'A, 
M"A et M'^A de la ligne AM ; et les plans projetans 
AN'M , AN"M , AN*M appartenans à cette droite , 
détermineront, par leurs intersections avec le plan 
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N^NN* et les plans coordonnés , les angles que celoi-ci Fig. 4of 
forme avec chacun des derniers. 

Dans les triangles AM'M, AM*M, AM*^. les lignes 
MM', MM'', MM", représenteront les sinus des angles 
MAM', MAM", MAM*, en prenant AM pour rayon, ou 
les cosinus des angles AN'M, AN^M, AN'^M, dans les 
triangles AN'M, AN^M, AN*M, tous rectangles en M; 
d*où il suit (234) que la somme des quarrés des cosinus dea 
angles que fait un plan quelconque avec trois autres per- 
pendiculaires entre eux^ est égaie au quarré du rayon. 
60. Lemme. Si l'on a une figure quelconque tracée 
sur un plan incliné, et qu'on la projette sur le plan 
horizontal, par des perpendiculaires abaissées de tous 
les points de son contour sur ce plan , Vaire de la 
projection sera à celle de la figure proposée ,' comme le 
cosinus de Vangle des deux pians est au rayon. 

En eflPet, soit un trapèze MNPQ , dont les côtés MN Fig. 41, 
et PQ soient perpendiculaires à la commune section AG 
des plans BAC et DAC ; il est aisé de voir que les 
longueurs des projections M'N' et P'Q' sont à celles 
des côtés correspondans MN et PQ , comme le cosi- 
nus de l'angle M'G'M est au rayon \ car, à cause des 
parallèles MM' et NN', on a 

N'M : NM :: G'M' : G'M :: cos M'G'M : rayon. 
Les triangles P'H'P et Q'H'Q, sont semblables aux 
triangles WG'N et M'G'M ; les parties des premiers 
seront par conséquent dans les mêmes rapports que 
' celles des seconds. 

De plus , il est clair que le trapèze MNPQ et sa pro- 
jection M'N'P'Q' sont de la même largeur ; ils doivent 
donc être dans le rapport des sommes de leurs côtés 
parallèles, ou, ce qui revient au même, dans celui de 
leurs longueurs : on a donc 

M'N'P'Q' : MNPQ :: cos M'G'M : rayon. 
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Fig- 4^* Ce que nous venons de dire du trapèze , convient à un 
triangle quelconque. En effet , soit le triaugle ABC situé 
dans un plan incliné dont la commune section avec le 
plan horizontal soit G'H'; si on mène AD et CE, per- 
pendiculaires à cette ligne , et qu'on tire par le point B , 
la droite DE parallèle au côté AC , il est évident que 
le triangle ABC sera moitié du parallélogramme total 
D ACE, car ils auront Tun et l'autre même base et même 
hauteur ; et cette dernière figure ayant ses côtés per- 
pendiculaires à la commune section G'H^, sera dans 
le cas du raisonnement que nous avons fait pour le tra- 
pèze MNPQdelafig. 4i. 

Toute figure pouvant être partagée en trapèzes et en 
triangles, il s'ensuit que la proposition du lemme est 
générale , comme le porte son énoncé. 

61. Corollaire, Il suit du théorème et du lemme 
précédent , que si Von projette une figure plane quel-- 
conque , sur trois plans perpendiculaires entre eux , la 
somme des quarrés des aires de ses projections est égale 
au quarré de faire de la figure proposée. 

Pour démontrer cette vérité , soient 5 Tiaire de la figure 
proposée , S', S" et S**', celles de ses projections ; en 
nommant A' l'angle que le plan qui la contient fait 
avec le premier des plans coordonnés. A" cçlui qu'il 
fait avec le second , A* celui qu'il fait avec le troisième , 
et R le rayon des tables trigonométl-iques , on aura 

S : S' : S" : s*^ :: R : cos a' : cos A" : cos A**, 

et en prenant les quarrés , 

S* : S'* : S"* : s"* :: R* : cos A'* : cos A"» : cos a** ; 

d'où on tire 

ga . s'^+S^^+S** :: R* : cosA'^+cos A"*+cosA**; 

mais par le théorème cité , les deux derniers termes de 

cette 



))ES éLÉMENS DË GéOMÉTRIC; 4^ 

cette proportion sont égaux entre eux : il en sera donc pjg, /,. 
de même de« deu^ premiers. 

On ne saurait concevoir en Géométrie le quarré d*une 
aire, puisque cela supposerait quatre dimensions ; mais 
îl faut entendre ici que cette aire et ses projection.^ sont 
entre elles dans des rapports de lignes telles , que le 
quarré de la première est égal à la somme des quarrés 
des trois autres, ïl suit de là que le quarré du nombre 
d'unités de Taire de la figure proposée , est égal à, 
la somme des quarrés de chaque nombre d*unités pa- 
reilles contenues dans ses projections. 

63. Remarque. On peut arriver immédiatement à 
un théorème sur les tétraèdres rectangulaires, qui n'est 
qu'un cas particulier de la proposition précédente. 

En effet, soit ABCD une pyramide triangulaire dont 
trois faces soient perpendiculaires entre elles*; il suit de 
cette hypothèse que les triangles DAC, DAB et BAC , Fig.43. 
qui forment ces faces , sont les projections du triangle 
hypoténusal BDC : mais à cause que AD est perpeo- 
diculaiire sur le plan BAC ^ on a 



OAB 



An * T^ r > <î'où on tire , en quarrant , 
_ABXAD( ' % ' 



a 






DTd + 515'=;= ACXAD-f-ABXAD^^^ ^^ 

. 4 

/AC* + iB*\ -rr:»^ , , . , , 

=5 r « i X AD. De plus, le tnanglé rectangle 

BAC , donnant 

AC*+AB*=BC' 

■■ a — - — % "an s^ An 
il vient DAC ^ DAB =t=. P^^*^, > 

4 
CompU de la Géom. 4* édit. 4 
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Fig. 43- ^°^* mené par la ligne AD, le plan DAE perpendicu- 
laire sur BC; il rencontrera BAC et DBC, suivant lea 
droites AE et DE, toutes'deux perpendiculaires à BC; 
on aura donc 

BAC=g^><^etBCD = "^XP^ 

a a 

quarrant les deu?c membres de chacune de ces équa- 
tions, et ajoutant la première, ainsi préparée , avec celle 
qu'on a déjà obtenue , on trouvera 

.» BC*XÂD* , BC*XAE* 



DAC + DAB + BAC = — -- — ;!. ^ 

Mais on a dans le triangle rectangle DAE, 

ÂD*+Âi*="DE*; 



donc 



'S 



,a a % BG 'y: DE 

DAC + DAB + BAC = ^ — , 



c'est-à'-dire = BCD , en vertu de la seconde équation 
trouvée plus haut. 

11 serait facile de déduire de ce théorème la. propo- 
sition générale contenue dans le corollaire précédent. 

Elle a été publiée pour la première fois , par Tinsoan 
dans le tome IX dés Savant étrangers; mais Degua la re- 
vendique dans les Mémoires de CJfcadémie des Sciences , 
pour 1783 (page 33i )> où il traite spécialement des 
pyramides triangulaires (^), 



(*) Cette proposition est aussi importante pour la théorie des 
surfaces courbes, que celle du irian^lc reciangle Test pour la recti' 
lication des courbe». 



V 
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IDE LA SPHERE. 

PROBLÈME. 

63. Trouver ta position et là grandeur du cercle qui 
iest l'intersection de la sphère et d'un plan donné. 

Il suffit pour cela {Géom. i285) d'abaisser une per- 
pendiculaire du centre de la sphère sur le plan coupant; 
et ayant déterminé la rencontre de cette ligne et du 
plan proposé'^ on aura he centre du cercle demandé. 

L'opération sera très-sihiple, si on prend le plan des p. #i 
projections verticales DAB, perpfendiculairè à la coUi- 
inune section AC du plan proposé et du plan horizon- 
tal, ce qui est toujours possible * alors O' et O" étant 
les projections du centre de la sphère^ ^i on la suppose 
coupée par Un plan vertical mené par la ligne H'O' 
perpendiculaire à AC , ce plan passera par le centra 
de la sphère , et contiendra la perpendiculaire abaissée 
de ce point sur le plan proposé DAC } tuais il est pa-> 
rallèle au plan vertical DA6 i on peut donc îmaginei" 
qu'il vienne s'appliquer sur celuiM^i ^ sâiy qu*aucunc 
des lignes qu'il tenfenhe change de grandeur ni dé 
position par rapport à la commune sectioa H'O', qui 
tombera alors sur AB. Gela pobé , M'^£''N'' seta le 
grand cercle qui résulte de la section de la spKèrô 
par le plan vertical dont on. vient de parler ; la, perpeu^ ; 
diculaire 0"G'' dételiuinerÂ (35) la projection G'' du 
centre de la section cherchée , sur le plan vertical PAB< 
Ou 6u déduira la projection horizontale G' ; et rappor- 
tant (5i) ce centre en G| sur le plan DAC supposé ra-> 
battu dans le plan horizontal ^ on décrira avec lé rajon 
CM' le cercle MN qui sera la commune section de la 
sphère et du plan proposé (*). 



• « 



{*) La projection de ce cercle sur le plan borizonul «erAit un^ 

4- 
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THÉORÈME. 

G4. Si l'on joint deux points de la sphère par une 
droite, et qu*on élève un plan perpendiculaire sur le 
Trdlieu de leur distance , ce plan passera par le centre 
de la sphère. 

£a effet , ce plan passant par tous les points égale- 
ment éloignés des deux points proposés , passera néces- 
flairement par le centre de la sphère qui jouit de cette 
propriété. 

PROBLÈME. 

65. Trouver le centre et le rayon d'une sphère, Idrs" 
quon connaît la position de quatre points par lesquels 
elle doit passer. 

On joindra, sur chacun des plans coordonnés , la 
projection d'un de ces points avec celle des autres, par 
trois lignes droites, qui seront les projections des lignes 
menées par les points donnés dans l'espace. On élèvera 
sur le milieu de chacune de ces dernières un plan qui 
lui soit perpendiculaire. Ces trois plans devant contenir 
le centre de la sphère , il sera placé à leur intersection 
qu'on trouvera aisément *(23, aB). . ' " 

Quant au rayon de la sphère*, il n'est autre que la 
distance du centre à l'un des points donnés; et sa 
construction sera facile , lorsqu'on connaîtra la poskioh 
dé ce centfç. ' 

Nous n'entrerons point datis le détail des opérations 



ellipse qui aurait son centre en G' et son petit axe «-gai a ^/iV^j nous 
neTavons point construite, parce que le cercle MN se décrit plus 
facilement, et peut tenir lien de cette proje'ction. On voit que 
WW t MiV:: AM" : AM, c'est-h-dirc, que le grand axe est au 
petit axe, comme le rayon est an cosinus de Pangle' formé par-le plan 
du cercle et ie plan horizontal. 
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à^exécuter pour résoudre ce problème, puisque nous 
les avons déjà exposées chacune en particulier ; nous 
|)Iàceroàs ici une seconde solution relative à un cas plus 
simple que le cas général , mais auquel celù}-ci peut 
ramener aisément. 

Soient'.?', Q' et R trois points donnés, situés sur le fig^ ^5, 
plan horizontal ; par lun de ces points R et par la 
projection du quatrième E, on mènera le plan vertical 
DAB • on déterminera le centré O' du cercle qui passe 
p^r les trois points F, Q' et /î : il est clair que 1^ verti- 
cale élevée par ce «point passera par le centre de la 
sphère. Mais il est facile de mener un plan perpen- 
diculaire sur le milieu H" de la ligne RE" qui joint les 
deux points donnés R etE**; ce plan coupera en C 
la projection de la verticale élevée par le point O'- 
On aura par ce procédé la projection du centre de 
la sphère sur le plan vertical, et comme on l'a déjà 
8ur le plan horizontal , il sera facile de trouver le 
rayon, qui n est que la distance du centre à Tun des 
points donnés. 

Il est évident que ce procédé s'appliquerait au cas 
général, en cherchant d'abord le plan qui passe par 
trois quelconques des points donnés. 

PROBLÈME. 

6S. Tyouver V intersection de deux sphères données 
de grandeur et de position. 

il est évident que cette intersection est un cercle ; 
car si on conçoit un plan vertical MNN'M' passante, -g^ 
par le centre dés deux sphères , il les coupera respec- 
tivement dans leurs grands cercles GIE et GIF , et si 
Ton imagine ensuite que ces cercles tournent autour de • 
la ligné MN qui joint leurs centres, ce mouvement en- 
gendrera les deux sphères à-la-fois ^ taudis que les point» 
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Fiff. Afl ^ ^' ^ ^^ produÎFoat la comaïune section , qai , comme 
on le voit> sera un cercle ayant pour rayon GH, et situé 
dans un pHan perpendiculaire 4 MN. 

Cette commune section est entièrement déterminée^ 
et peut être aisément décrite (63); car son rayon est 
IH , et son plan GO^R', perpendiculaire à MN^ ren-^ 
contre BAD suivant GO', et BAC puivwt R'O' per^ 
pendiculaire à AN^ 

Gj. Corollaire I. Si l'on avait trois sphères, on trou-» 
verait de la manière suivante les deux points ou çUes 
se rencontrent toutes à-la-fois ? 

On combinerait ensemble la première et la deuxième 
pour en trouver Tintersection , ainsi qu'on Ta f^it dans 
le problème précédent; ensuite on opérerait sembla-;? 
blement sur la première et la troisième : on aurait de 
cette manière deux plans qui contiendraient les points 
cherchés ; et lorsqu'on aprait construit dans l'un , la 
droite suivant laquelle ils se rencontrent, il ne s'agirait 
plus que de déterminer ses intersections avec le cercle 
qui est la rencontre de l'une des sphères et du plan 
sur lequel on a construit* 

Je laisse au lecteur le soin d'exécuter les détails de 

cette solution, ce qu'on peut faire avec plus ou moins 

d'adresse par les méthodes que j'ai exposées dans le 

cours de cet ouvrage ; j'indiquerai seulement la route 

^ ^ suivre pour les cas où les centres des trois sphères 

seraient placés sur le plan horizontal. Il est évident 

qu'on peut ramener tous les autres à celui-là;, en ahan-= 

gean^ convenablement de plans coordonnés. 

j,, . Soient donc W, N' et P', les centres de trois sphères 

données j il est évident que la commune section dekdeu^c 

premières se trouvera dans le plan vertical élevé sur la 

ligne Q'I^ (n® précédent). En combinaot ensenibl? l^ 
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première sphère et celle qui a son centre au point P', 
on trouyen une seconde ligne i'g' par laquelle passera *°* ^'^' 
\é plan vertical contenant la comnmne section de ces 
. sphères. 

Le point H^ qui représente la projection de la ligne 
suivant laquelle se coupent ces deux plans verticaux ," 
sera ausd la projection des points d'intersection de- 
mandés , sur le plan horizontal. 

Si maintenant on décrit sur gV le cercle qui est la 
commune section de la première et de la troisième 
sphère , on trouvera deux points H , qui donneront H'H 
pour la distance de ceux qu'on cherche ^ au plan 
horizontal ; Tun sera placé au-dessus et Tautre au- 
- dessous. 

Il est aisé de voir que nous avons résolu dans ce 
corollaire cette question intéressante : TVouver Us pro- 
jections d'un point, lorsqu'on çonntdt ses diskmces à 
trois autres points qui sont doiyiés de position. 

68. Corollaire II. Si on relevé les triangles M't'g', 
N'P'R' et PTMT, eh lés faisant tourner autour des 
lignes P'M', FN' et NTVI', les points g , K' et l\ se 
réuniront dans un seul , et il en résultera une pyramide 
dont la base sera le triangle M'N'P', et les arêtes seront 
les rayons des sphères données : nous avons donc le 
moyen de construire une pyramide triangulaire dont 
on connaît toutes les arêtes , et d'en trouver la hau- 
teur, les angles, etc. 

PROBLÈME. 

69. Mener un plan qui toucha une sphèn;» dans un 
* point donné. 

Il sufiBt pour cela ( Géom. 294 ) ^^ mener un rayon 
j^r le point proposé , et de construire le plan qui est 
perpendiculaire à l'extrémité de ce rayon. 
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Tout ceci 8*exécute sans ancane difficulté ; 3 est bon 
fleulemept de remarquer comment un point peut être 
donné sur la surface d'une sphère. Il existe entre I^ 
deux projections de ce point une dépendance mutuelle 
qui fait que l'une étant prise à volonté, Tautre a'ensuit 
liécessairement. 

£n effet , on voit d'abord que la projection sur le 
plan horizontal, par exemple, ne doit pas se trouver 
hors du cercle qui a pour rayon celui de la sphère, 
et pour centre la projection du centre de celle-ci sur 
le plan horizontal ^ car si on imagine un plan passant 
par le centre de la sphère et parallèle au plan hori- 
zontal, il la coupera dans un grand cercle, qui étant 
projeté sur celui-ci, ne changera pas de grandeur, 
puisque l'ensemble des perpendiculaires abaissées pour 
former sa projection , compoftera un cylindre droit dont 
la ha^e est toujours égale aux sections faites par les plana 
qui li.i sont parallèles. 

Vie 48. ^'**^** ^^'^^ * ayant oris le point P' pour la projection 
d un point de la sphère gur le plan horizontal , on 
construira aisément la section de la sphère par le plan 
vertical , mené par ce point et le centre, puisque cette 
section est un gra »d cercle; et élevant la perpendicu- 
laire FP, on trouvera les hauteurs du point proposé 
au-dessus du plan horizontal. 

L'inspection de la fi^^ure fait connaître qu'il y a deux 
poirihcie la sphère. qui ont la même projection sur le 
plaa horizontal ; et pour mener les plans tangens aux 
poin' P , il suffira de construire par ces deux points 
un plan perpendiculaire à chacun des rayons MP , ainsi 
qu'on Ta vu n® 35. * 

70. Remarque. Nous avons toujours exécuté les 
constcuctions dans les plans qui les contiennent réellft* 
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2ttent^ pasce qu*il en résulte une plus grande facilité p. ^, 
pour.se représenter la question | en concevant que ces 
plans soi^t relevés dans la situation qu'ils ont dans 
l'espace. 

Ob moyen trës-commode > souvent même nécessaire 
pour fcé dfémonstraâons^ ne convient pas toujours à la 
pratique^ dans laquelle il est important de faire le plus 
petit éémbre d'opérations possible^ surtout lorsque 
l'on trace en grand , et de choisir ces opérations d'une 
manière convenable à la nature des instrumens qu'on 
emploie. 

Il faut alors tirer parti des lignes menées et des plans 
déjà établis dans la figure , ce qui exige dans l'exposé 
des solutions quelques détails de plus , et justifie un 
peu la prolixité des descriptions à' épures (*) données 
par ceux qui n'ont envisagé cette branche de la Géo* 
métrie que du côté de ses iifpplications aux arts seu- 
lement. 

Pour moi, qui me suis proposé de la réduire à un 
petit nombre de questions élémentaires et liées entre 
elles, j'ai dû choisir une marche telle que la solution 
de chaque problème fut ai^ée à énoncer et à suivre; 
cependant pour faire connaître en quoi peuvent con- 
sister les simplifications dont je viens de parler , je vais 
montrer comment , avec le plan vertical et le plan ho- 
rizontal seuls , on peut avoir les projections de tous 
les points d'une sphère. 

11 est évident que le plan vertical P'M'MP, peut 
être conçu enlevé de sa place , et transporté sur le 
plan coordonné DAB , de manière que l'angle droit 
JIM'P' soit appliqué sur l'angle droit WMA -, alors 



(*) On appelle épure, en terme de coupe des pierres, la constrac^ 
lion exécuice d'an problème de ce genre. 
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Fig. 48. toutes les constructions qu*on suppose sur le premier 
plan dont la position change àyec celle du point que 
Von considère , pourront s'exécuter sur le second 
d'une manière uniforme pour tous les cas. Ainsi on 
prendra Mp égale à M'P' et on élèvera pp" perpen- 
diculaire sur AB ; elle rencontrera le grand cercle 
de la sphère tracé sur le plan DAB^ en àev^ points 
p*, p^, qui donneront les hauteurs des points P de 
l'espace. 

Si on rapporte ensuite le point P' sur le plan DAB , 
on aura en P", les projections verticales des deux points 
de la sphère qui répondent au point P' du plan hori- 
zontal. 

Pour construire le plan tangent, il né s'agira plus 
que de mener un plan perpendiculaire à Textré/nité da 
rayon de la sphère qui basse par le point donné , et 
dont on a les projections. 

PROBLÈME. 

71. Mener par une ligne donnée un plan tangent à 
une sphère donnée. 

Nous ne nous proposerons pas de mener par un 
point donné pris hors d*une sphère , un plan qui Jui 
soit tangent , parce que cette question est indétermi- 
née, comme il est aisé de le voir en imaginant que le 
plan tourne autour du point proposé : ce qu'il peut 
faire sans cesser pour cela de toucher la sphère. 

II n'en est pas de mériie , si on se donne une ligne 
droite. ?6ur résoudre cette question , il faut mener 
par le centre de la sphère un plan perpendiculaire à 
cette ligne, chercher le point où il la rencontre, et 
par ce point mener une tangente au grand cercle , 
qui est l'intersection de la sphère et du plan perpen- 
diculaire à la ligne donnée ; celle-ci et la tangente 
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dont on Vîentjde parler déterminent le plan demandé. 

la raison de cette construction est aisée à appercc- j.. ^^ 
voir en imagm^nt un plan M'FF', mené par le centre 
de la «pbére et la ligne donnée F'E^ ainsi que le plan 
M'P'N p^pendiculaire à cette ligne ; car alors il suit 
du n° 35, que le plan NP'F' est perpendiculaire au 
point N de la droite M'N, et que par conséquent il 
touche la spbère au point N, 

PROBLÈME, 

f 

72, Mener un plan qui repose $ur trois chères don- 
nées (h grandeur et de fosition^ 

Je suppose qu'on Ait pris pour plan de projection 
horizontale > celui qui passe par les ceiitrea des trois 
sphères , ce qui est tou jourjï possible. 

Soit n9«née une tangente HM commune aux deux ^.. ^ 
grands cercles qui sont les intersectiops de la prenaière 
et de la deuxiémie sphère ^ avec le plan l^rizontal , et 
dont les centres se trouvent en F et en E^ on concevra 
ensuite que Tangle HMF , et tout ce qu'il contient , 
tourne autour de la ligne MF : les deux circonférences 
qui ont leur centre sur cette ligne , engendt^ront les 
deux sphères proposées, continuellement touchées par 
la droite HM dans les différentes positions qu'elle pren- 
dra. L*ensemb1e de ces positions formera un cône droit ; 
car les points de contact seront tous sUr les cercles 
décrits par les points H et K.. 

On arrivera aux mêmes conséquences pour les sphères 
dont les centres sont en F et en G , et la ligne OL en- 
gendrera pareillement un cône droit qui enveloppera 
ces deux corps. 

Cela posé , on voit évidemment que les deux cercles 
décrits par les points et H^ placés sur la mêm^ 
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pj ^ sphère , se rencontreront dans an point qui appartien- 
dra en même temps aux deux cônes enveloppàns , et 
dont on trouvera la projection sûr le plan horizontal^ 
en meqant OR et HR respectivement perpendiculaires 
à FL et à FM , puisque ces droites représentent les 
întersect^oiis de ce plan aveo ceux dans lésquiels se 
trouvent les cercles dont 'il s'agit. 

■ 

Le point dont R est la projection horizontale , étant 
construit , chacune des lignes tirées de ce point aux 
sommets L et M des oôoes enveloppàns , touchera 
deux des trois sphères , et elles détermineront un plan 
qui lés touchera toutes trois ; car il touchera d'abord 
la première , parce que > passant par deux tangentes 
au point dont R e»t la projection , il sera perpendi- 
culaire an rayon tiré à ce point ; il touchera ensuite 
les deux autres sphères , parce que les droites GN et 
i^Ey rayons de celles-ci étant en eituatioa', lui sont 
perpendiculaires j comme parallèles au rayon tiré du 
centre de la première sphère au point dont R est la 
projection. • • * 

Jje même plan rencontrera le plan horizontal suivant 
la ligne LM qui joint les sommets des cônes; il ne 
faudra plus que Tassujëtir à toucher l'une quelconque 
des trois sphères , ou à passer par le point dont R est 
la projection horizontale , ce qui est facile. 

73. Remarque, La question proposée est donc ré- 
duite à trouver les points de concours L et M , des 
targentes commu..es de deux cercles , avec la ligne qui 
joint leurs centres. 

Ce problème qui est du ressort de la géonjétrie ordi- 
naire , n'entre pas dans notre eujet ; cependant comme 
il ne se trouve pas dans tous les livres élémentaires , 
nous en donnerons une solution dont l'auteur nous 
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est inconnu^ mais qui est remarquable par sa sim- .' 
glicité. ®' 

Sur la distance GF des deux centres, comme' dia- 
mètre , on décrit la demi-circonférence FPG j on dé- 
crit aussi du point F comme centre , un arc de cerde 
d*uri tajoa FQ égal à la différence des rayons des 
cercles donnés, et par la point ï? où cet arc rencontre ^ 
le^remier, on mène le rayon OF.qui détêrniine sur 
Ibv circonférence du plus grand des deux cercles don- 
nés, le point O par lequel: doit être menée leur tan- 
gente commune. 

La démonstration de cette construction est très- 
simple. Il est aisé de voir que l'angle FPG est droit ; 
d*où il suit que OL est parallèle à PG, et s*en trouve 
éloignée d'une quantité Ôl^ qiii^ par construction, est 
égale au rayon NG du petit cercle. 

74' Corollaire. Si on imagine un troisième cône qui 
enveloppe les deux sphères dont les centres sont en 
E et G, il sait de ce qui vient d'être dit, que ce cône 
sera formé par toutes les droites qui pourront toucher 
à-la-fois ces deux sphères ; il contiendra par consé- 
quent sur sa surface, la ligne qui joint les points de 
contacts de chacune d'elles et du plan construit pré- 
cédemment. Ce cône sera donc touché par le plan 
dont il s*agit , et cela dans toute l'étendue d'une ligne 
droite qui passera nécessairement par son sommet , 
point qui doit aussi se trouver dans le plan qui con- 
tient les centres des sphères proposées : il est donc 
sur la droite LM , intersection de ce plan avec le plan 
tangent. 

De là découle naturellement cette conséquence, que 
les points de concours des tangentes communes à trois 
cercles combinés deux à deux, sont placés sur une 
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Fig» 5o. même Ugne droite ; proposition dont je dois, la Cùti^ 
naissance à M. Monge (*). 



; 
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(*) Le point de rencontre des tangentes communes à deut cercles 
pent adssi se trouver entre ces cercles ; par la même raison ^ on peut 
mener des plans tangens communs k trois sphères qai ne les tonclMal 
pas toutes d'un même côté. On pourrait demander, par eten^le^ 
que Tune dVUes fût touchée dftns sa partie infeneure, et les deux 
autres dans leur partie supérieure. En combinant ces conditions^ 
on trouverait que le problème du n<> 7a est susceptible de huit sofai* 
tions , mais qui se dédqisent toutes de la même construction ; A il 
nous suffit de les avoir indiquées > sans entrer dans des détails cpî 
n'ont aucune application utile* 
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SECONDE PARTIE. 



DÉ LA GÉNÉRATION DES SURFACES. 

■ I 

Uàns toutes les questions qui m'out occupé jusqu'à 
présent, j*ai déterminé les points cherchés par des 
intersections de plans ^ et je les ai regardées comme 
résolues toutes les fois que ')'ai pu assigner la positioa 
de ces plans. ^ 

Les problèmes d'un genre plus relevé dépendent des 
surfaces courbes; il est donc à propos , ayant de cher- 
cher à les résoudre , de faire connaître ces surfaces. 

De même qu'une ligne cpurbe tracée sur un plan est 
une suite de points distingués des autres par une pro- 
priété commune y ou, ce qui revient an même, par des 
rapports entre certaines droites menées de ces points a 
des lignes en à des points donnés , de même aussi une 
sui^ace courbe est l'ensemble des points de l'espace 
qui jouissent d'une propriété commune , ou qui donnent 
lieu à certaines relations entre les distances.de cei 
joints à des lignes ou à des plans donnés. 

Un point qui se meut suivant une loi quelconque , 
eur un plan ^ décrit une courbe. Une ligne cpurbe /qui 
se meut dans l'espace , ou qui change à-la-fois de gran* 
deur et de position sans c)ianger de nature , engendre 
une surface courbé^ qui n'est autre chose que ren-;- 
semble des positions successives qu'elle a occupées, oa 
des formes qu'elle a prises. 

* Je vais considérer d'abord les surfaces composées de 
lignes droite • 
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DES SURFACES CONIQUES.' 

75. Si on conçoit qu'une ligne droite qui se meut 
dans Tespace , soit assujétie à passer constamment par 
mi point donné , et à suivre le contour d*une courbe 
donnée de position sur un plan ^ elle formera une sur--- 
face dont le cône n'est qu'un cas particulier , et dans 
lequel la courbe prise pour diriger le mouvement de la 
ligne droite est un cercle. Construire cette' surface^ 
c'est assigner la position de tous ses points relativement 
à un plan donné , et ce but est rempli lorsqu'on est par-* 
venu à connaître pour chaque point du plan horizontal , 
la hauteur de celui qui lui correspond dans la surface 
proposée, ou sa projection sur un plan vertical donné. 

Les surfaces de ce genre étant coupées par des plans 
verticaux assujétis à passer par le sommet y les sections 
isont des lignes droites. Si par un point pris sur le plan 
horizontal , et par le sommet du cône, on mène un plan 
vertical , sa rencontre avec là courbe donnée fera con- 
naître un point de la ligne droite cherchée , qui doit 
passer aussi par le sommet du cône. Cette Jigne se trou- 
vant toute entière sur la surfacfe du cône, donnera- la 
position d'une infinité de points de cette surface. 

Les surfaces coniques coupées par des plans paral- 
lèles entre eux donnent pour sections des courbes semr- 
blables entre elles. 

Lés cônes sont aux pyramides ce que les courbes 
sont aux polygones inscrits et circonscrits. 
Fig. 5i. ^o^*> P^'^ exemple, la courbe H'X' tracée sur le plan 
horizontal , et supposons que la droite MH' qui doit se 
mouvoir le long de cette courbe, soit assujétie à passer 
constamment par le point M ; voici comment on pourra 
trouver la hauteur PP' du point P de la surface proposée 
qui répond au point P' du plan horizontal i- 

Si 
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Si Ton conçoit un plan vertical qui passe par le point pjg. gt. 
P' et par le sommet M , ce plan coupera la 8urfac€t co«- 
nique suivant une ligne droite sur laquelle se trouvera le 
point cherché ^ il n*est donc plus question que de cons- 
truire ce plan et la ligne qu'il contient. £n joignant le 
point P' avec le point M', projection du sommet du 
cône , on aura la ligne M'H' qui sera la commune section 
du plan dont on vient de parler avec le plan horizontal , 
ou la projection de la ligne droite menée sur le cône 
par le point cherché. Il est clair que H' sera le point 
où cette dernière rencontrera la courbe : on aura donc 
pour la déterminer deux points H' et M ^ qui étant rap- 
portés sur le plan vertical en H et M^ , donneront sa 
projection HM" : rapportant aussi P' sur le même plan^ 
en P", la hauteur cherchée sera PP*. 

Si la courbe X'H^ était un cercle , on aurait le oône 
désigné dans les Élémêns sous le nom de cône oblique ; 
et si le point M' était le centre de ce cercle , la surface 
engendrée serait alors celle du cône droit. Dans tout 
autre cas, c*est une surface analogue, et que nous dési- 
gnerons toujours sous le nom de cône , parce que nous 
'attacherons à ce mot Tidée d'une surface composée de 
lignes droites qui se rencontrent toutes en un seul point. 
Une ligne droite étant indéfinie par sa natufë, il s'en- 
suit qu*en peut concevoir la ligne génératrice.prolongée 
autant qu*on le voudra au-dessus du point M ; la surface 
engendrée par cette portion , sera un cône pareil a celui 
qui est produit par la partie de la ligne droite, infé-* 
rieure au point M, et ils ne constitueront à eux deux 
qu'une seule et même surface dont ils seront regardés 
comme des nappes , mot analogue i celui de branche 
dans les courbes. 

€'est un principe général de considérer comme ap- 
partenant à une même surface toutes les parties qui 
CompL de la Géom, 4* ^^t* ^ 
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peuvent être engendrées , soit par le même mouvement, 
soit par la même courbe , embrassée dans toute l'éten- 
due qu'elle peut avoir. 

DES SURFACES CYLINDRIQUES. 

76. Le mouvement de la droite génératrice dans les 
surfaces que nous venons de considérer , est déterminé 
par ces deux conditions : 1^. de passer constamment par 
un même point ; 2°. de suivre le contour d'une même 
courbe. Ici nous supposons que la droite génératrice 
reste toujours parallèle à elle-même , dans les différentes 
positions qu'elle prend en glissant le long de la courbe 
Fig. 5a. donnée Q'Q'. La surface ainsi engendrée sera analogue 
à celle du cylindre décrit dans les Élémens, et serait le 
cylindre même si la courbe Q'Q' était un cercle. 

Yoici sur quel principe est fondée la construction 
de la surface proposée. 

Il est clair que si on la coupe par des plans verticaux 
et parallèles à la ligne génératrice , les sections ne pour- 
ront être qufe des lignes droites parallèles à celle-là. 

Pour trouver l'ordonnée verticale qui répond à un 
point quelconque du plan horizontal, il n'y a qu'à mener, 
par ce point, un plan vertical, parallèle à la ligne gé- 
nératrice , et construire sa commune section avec la 
surface proposée ; ce qui est facile , puisque la rencontre 
du plan vertical avec la courbe donnée fera connaître 
un point de la ligne qu'on cherche , qui d'ailleurs doit 
être parallèle à la ligne génératrice. 

Les surfaces cylindriques coupées par des plans pa- 
rallèles entre eux , donnent toujours la même courbe. 

Ces surfaces sont aux prismes ce que les courbes 
sont aux polygones inscrits ou circonscrits. 

Voici les détails du procédé qu'on peut employer 
pour construire les surfaces cylindriques. Soit N' le 
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point donné sur le plan horizontal -, on mènera par ce 
point et parallèlement à H'P', projection horizontale 
de l une des position^ quelconques de la droite généra- 
trice du cylindre , la droite N'Q' ^ cette ligne rencon- 
trera la courbe proposée , dans un point Q' qu'on rap- 
portera sur le plan vertical en Q ; alors menant ÇN" 
parallèle à P"H", projection verticale de la droite géné- 
ratrice qu'on a choisie pour terme de comparaison , on 
rapportera le point N' en N sur le plan vertical, et NIS" 
parallèle à AD, sera la hauteur demandée (*). 

Si la ligne génératrice était perpendiculaire au plan 
de la base , et que la courbe donnée fût un cercle , le 
cylindre serait celui qu'on désigne dans les Ëlémens 
sous le nom de cylindre droit. 

En général, quelle que soit la courbe Q^Q\ elle ren- 
ferme toutes les projections horizontales des points pla- 
cés sur la surface du cylindre proposé, lorsque la ligne 
génératrice est perpendiculaire au plan horizontal sur 
lequel se trouve cette courbe. 

DES COURBES A DOUBLE COURBURE. 

77. Si l'on conçoit une suite de points pris sur la 
surface du cylindre d'après une loi donnée , Tensemble 
de ces points formera une courbe, qui le plus souvent 
ne saurait être comprise toute entière dans un même 
plan^ la projection horizontale de cette courbe sera 
la base du cylindre sur le plan horizontal. Imaginons 
ensuite que par chacun des points dont on vient de 
parler , on abaisse des perpendiculaires sur le plan ver- 
tical 3 l'enâemble de ces perpendiculaires formera une 



(*) Il n'est pas nécessaire que la ligne dont les projections sont 
HT' et H"?", soit une des positions de la droite ge'ncrairice dn 
«yliadre j il suffit qu'elle lui soit parallèle. 
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seconde surface cylindrique qui rencontrera la première, 
suivant la courbe déterminée par la suite des points 
proposés ; et les intersections des perpendiculaires avec 
le plan vertical formeront une courbe qui sera sur ce 
plan , la base du deuxième cylindre, et par conséquent 
la projection de toutes les courbes qu'on pourrait tra* 
cer sur ce cylindre. Il suit donc de là qu'elle appar- 
tiendra aussi à la courbe suivant laquelle se coupent 
les deux cylindres qu'on a considérés. 

Cette courbe sera déterminée par ses deux projec- 
tions; car elle est donnée par l'intersection de deux 
surfaces cylindriques perpendiculaires à chacun des 
plans coordonnés, comme une ligne droite est donnée 
par Tintersection de ses deux plans projetans. Les cy- 
lindres remplacent ici les plans'; mais deux plans quel- 
conques déterminent , par leur rencontre , une ligne 
droite, et l'intersection de deux surfaces courbes dé- 
terminera une ligne courbe dont tous les points pour- 
ront ne pas être dans un même plan. De là résulte la 
division des courbes, en courbes planes et en courbes 
à double courbure; les premières ont tous leurs points 
situés dans un seul plan : il n'en est pas de même des 
dernières, qui n'ont jamais qu'un nombre déterminé de 
points dans le même plan. / 

Pour donner un exemple bien simple de ce genre de 
courbes , soit un cylindre droit à base circulaire , sur la 
surface duquel on ait posé la pointe d'un compas , et 
pendant que celle-ci reste fixe, qu'on fasse mouvoir 
lautre de manière à reposer toujours sur la surface du 
cylindre 5 cette dernière engendrera évidemment une 
courbe à double courbure , qui aura tous ses points 
également éloignés de celui sur lequel tombe la pointe 
fixe du compas. Cette courbe fera donc partie d'une 
sphère qui aurait- pour rayon l'ouverture de compas 
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donnée ; elle sera par conséquent Tintersection du cy- 
lindre proposé avec cette sphère. 

Cet exemple suffit pour faire voir comment les courbes 
naissent de l'intersection des surfaces ; c*est pourquoi 
nous renverrons les problèmes qui regardent les courbes, 
aux articles où nous traiterons de Tintersection des sur- 
faces. 

Il résulte de ce qui précède , une extension des deux 
genres de surfaces que nous venons de considérer , 
savoir y les surfaces Coniques et cylindriques^ car on 
peut, au lieu des courbes planes que nous avons choi- 
«ies pour diriger le mouvement de la ligne génératrice 
dans l'un et Tautre cas , prendre des courbes à double 
courbure. 

Cette circonstance n'ajoute aucune difficulté à la 
construction des surfaces coniques et cylindriques ; car 
la courbe directrice étant donnée alors par ses deux 
projections, quand on a trouvé le point où le plan ver- 
tical mené par le sommet du cône , ou parallèlement à 
la génératrice du cylindre , rencontre la projection ho- 
rizontale de cette courbe , on rapporte ce point sur sa 
projection verticale, et Ton trouve un point de la projec- 
tion verticale de la droite qui appartient au cylindre et. 
au cône proposé ^ alors il ne reste plus qu'à mener cette 
droite , suivant les conditions données dans les articles 
précédens (*). 



(*) On a donne le nom de courbes à double courbnre h celles dont 
tons les points ne sont pas dans un même plan , parce quViant Je 
rt^sultat de l'intersection de deux surfaces courbes , elles partagent 
la courbure de Tune et de l'antre. On rend cela sensible en suppo- 
sant une courbe tracëe sur un plan , et que ce plan vienne à se gau- 
chir ^ ou qu'il soit roulé d'une manière quelconque ; alors la courbe 
proposée prend une nouvelle courbure, qui résulte de celle que les 
•ixcopAtanc^ , ou la volonté, ont donnée au plan. 
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DES SURFACES DE RÉVOLUTIOXJ 

78. La sphère dont nous nous sommes déjà beaucoup 
occupés , est engendrée par le mouvement d'un demi- 
çercle tournant autour de son diamètre ; il est évident 
qu'on pourra substituer au demi -cercle une courbe 
quelconque ^ tournant autour d'une ligne prise dans soa 
plan : les surfaces qui naîtront de là , et que nbus ferons 
connaître sous le nom de surfaces de révolution , ont 
toutes une propriété commune ^ celle de donner des 
cercles quand on les coupe par des plans perpendicu- 
laires à Taxe de rotation. 

Si Ton remarque en outre , que tout plan mené par 
leur axe, coupe ces surfaces suivant Içur courbe généra- 
trice ^ on aura celles de leurs propriétés caractéristiques 
qui sont nécessaires à leur construction , laquelle peut 
s'effectuer ainsi qu'on va le voir. 

Nous supposerons d'abord que l'axe de rotation soit 
perpendiculaire au plan vertical ; il est clair que si l'on 
imagine un plan parallèle à celui-ci, il coupera la sur-' 
face proposée suivant un cercle qui aura pour rayoa 
l'ordonnée de la courbe génératrice. 

Pour exécuter cette construction , il n*y a qu'à ima- 
giner le corps coupé par un plan horizontal , et passant 
par l'axe de rotation , la section qu'on obtiendra sera 
la courbe génératrice , qui , se trouvant dans un plan 
parallèle au plan horizontal, ne changera pas de nature 
étant projetée sur ce dernier. 
F)g. 53. Sol t donc K'N'' cette courbe; par le point proposé P', 
on lui mène l'ordonnée M'N'; c'est le rayon du cercle 
qui doit contenir le point cherché. Puisque ce cercle est;, 
dans le plan vertical N'JVrM, passant par le point P', 
il aura pour projection sur le plan vertical DAB, mi 
cercle de même rayon, et dont le centre sera en M% 
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point de rencontre de Taxe de rotation avec ce plan, pjg 53^ 
Rapportant maintenant le point P' en P, et élevant JPP", 
on aura le plan vertical P'PP", qui coupera le cercle 
proposé en deux points P , dont les projections verti- 
cales setônt P". 

79. Les surfaces que nous venons de considérer sont 
déterminées par une seule courbe ; il y en a d'antres 
pour lesquelles il en faut employer deux ou un plus 
gran^nombre; mais avant de donner quelques exemples 
de la génération de ces dernières, nous traiterons des 
intersections des premières entre elles* 

DBS INTERSECTIONS DES SURFACES COtJRBÈs. 

80. La méthode la plus naturelle et la plas générale 
pour construire les intersections des surfaces courbes , 
consiste à les imaginer coupées par des plans menés 
suivant certaines conditions. Lorsqu'on a déterminé les 
sections faites par nn même plan dans chacune des deux 
surfaces courbes proposées, les points qui sont com- 
muns à ces deux courbes font nécessairement partie de 
l'intersection cherchée, puisqu'ils sont à-la-fois sur 
Tune des surfaces courbes et sur Fautre, 

Les plans coupans peuvent être menés parallèlement 
à Ton des plans coordonnés. Supposons que ce soit au 
plan vertical : il sera facile de construire les courbes 
suivant lei^quelles ils rencontrent les surfaces proposées; 
car tous les points de ces courbes auront leurs projec- 
tions horizontales dans la droite qui est la commune 
section du plan coupant qui les renferme et du plan 
horizontal , et comme ils sont placés «ur des surfaces 
g^urbes dont la construction est connue, on pourra 
trouver la hauteur de chacun d'eux au-dessus de sa pro- 
jection. Le plan coupait étant parallèle au plan verti- 
^« > on pourra rapporter sur le second tout ce que le 



i 
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premier contient » sans que les lignes ^qui s*y trouvent 
changent de grandeur ou de positions respectives; et par 
conséquent on aura immédiatement dans la rencontre 
des sections tracées sur le plan vertical'^ la projection 
d'un point de Fintersection des surfaces proposées. 

£n répétant les opérations indiquées^ on trouvera 
autant de points qu*oa voudra de cette intersection. 

La méthode que nous venons d*exposer peut s'étendre 
à toutes les surfaces courbes en général ; mais on voit 
qu'elle exigera presque toujours que l'on construisedeux 
courbes pour trouver chaque point des intersections de 
ces surfaces ^ et il arrive dans beaucoup de cas qu*en 
choisissant les plans coupans d'une manière convenable^ 
les sections à construire ne 9ont que des lignes droites 
ou des cercles ^ et par conséquent n'exigent qu'une opé* 
ration peur trouver tous leurs points. C'est en se rap- 
prochant le plus qu'il est possible de la génération des 
surfaces dont on cherche la rencontre , qu'on parvient 
a des constructions simples et faciles ; et l'on en obtiens 
dra de telles^ eu renonçant quelquefois au système des 
pilans coupans, pour employer des surfaces courbes , 
dont les sections avec chacune dçs proposées soient ai« 
fées à déterminer. 

Des exemples particuliers rendront très-claires ces 
notions générales , qui peuvent d'abord paraître com- 
pliquées, et montreropt comment il faut se conduire 
dans les C48 dont qu j^e parlera point ici^ 

PROBLÈME. 

81. Construire tiijUçrsection d*un cylindre et d^une 
sphère. 

On prendra pour plan des projections horizontales, uW 
plan parallèle à la ligne génératrice du cylindre , et pour 
|>Um vertical celui qui e&t perpendiculaire à cette U0tsty 
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Si on imagine ensuite que les plans coupans soient 
parallèles au plan horizontal , ilà rencontreront le cy- 
lindre dans des lignes droites parallèles à son axe , et . 
la sphère suivant des cercles dont le centre sera pro- 
jeté au même point du plan horizontal que son centre; 
les rajft>ns de ces cercles seront faciles à trouver par ce 
qui a été dit n° 63. 

Cette construction peut s*exécuter facilement à Taide 
des notions qui ont précédé cet article , aussi trou- 
vera-t-on ici peu de détails ; et cela , parce qu'il me 
semble que lorsqu'on a suffisamment indiqué comment 
il faut mener les plans ou les lignes qui résolvent une 
question. Tordre, autant que la brièveté , veut qu'on se 
dispense d'expliquer de nouveau les procédés qui font 
partie des questions déjà résolues. 

Dans les cas dont il s'agit ici , on a mené des droites 
g'T', parallèlement à AB, dans le plan vertical; elles sont p| 5^^ 
les communes sections de ce plan avec les plans cou- 
pans qu'on suppose horizontaux ; g"i" est évidemment 
le rayon du cercle suivant lequel un de ces plans ren- 
contre la sphère dont le centre est projeté en E" sur le 
plan vertical , et en E' sur le plan horizontal. 

Les points P", et P^s, où la ligne g'^i" rencontre la 
base du cylindre , sont les projections verticales de deux 
droites qui se trouvent sur sa surface, et qui sont cou- 
pées chacune en deux points par le cercle de la sphère , 
compris dans le plan horizontal mené par g"i". 

Par conséquent , du point E' comme centre et d'un 

rayon égal à g"i", on décrit un cercle ; les points p', , 

* p's * P'i I P'3 , où il rencontre les projections des droites 

dont on vient de parler, appartiennent à Tintersectioa 

cherchée de la sphère et du cyHndre. 

Par le même procédé, on déterminera autant de 
•poinii qu'on voudra de cette intersection ; mais ceux 
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Fie.54. ^"'^' f^"* s'attacher spécialement à trouver les premîer», 
soDt ses limites. Ainsi, dans l'exemple qui nous occupe, 
le cylindre pénètre entièrement la sphère , et par con- 
séquent il la rencontre deux fois , savoir , à son entrée 
et à sa sortie : chaque opération donne à-la-foîs des 
points de Tune et de Tautre de ces sections, qu'il ne faut 
pas confondre ensemble , et c'est à quoi on parviendra 
en se représentant la situation r'?spective de ces deux 
corps. On verra alors que la plus grande largeur des 
sections doit se trouver dans le plan coupant mené par 
l'axe du cylindre ; que les points placés au-dessous de 
ce plan sont ceux où les sections s'approchent le plus 
l'une de l'autre , et qu'au contraire les points qui sont 
au-dessus , appartiennent aux branches des sections les 
plus éloignées. * 

A l'aide de ces considérations , on sentira aisément 
que Fi ^3 P'^ P'a est la projection sur le plan horizontal, 
de l'entrée du cylindre dans la sphère , et p', p'3p'4 p'a> 
celle de la sortie : quant à la projection verticale , elle 
est commune à toutes deux ; c'est le cercle qui sert de 
base au cylindre , sur le plan vertical. 

jpjg^ 55^ La figure suivante représente avec les mêmes lettres 
le cas où le cylindre n*entrerait pas de tout son diamètre 
dans la sphère. Il est évident que les points L\ et L"» 
donnent alors les limites , et que la section est unique (*).. 

PROBLÈME. 

8a. Trouuer les projections de la courbe qui est l'in^ 
tersection d'une sphère et d'un cône. 

On fera passer les plans coupans par le sommet du 
cône , et on les supposera perpendiculaires au plan ho- 
rizontal ; par ce moyen les sections faites dans ce cônfr 

(*) Dans Tun et l'autre exemple les sections ne sont, aualjtiqne-i 
ment pailant, qu'une même courbe, donnée par une seule dc[aatioi^ 
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seront des lignes droites faciles à déterminer , et celles 
de la sphère seront des cercles dont on trouvera le 
centre et le rayon par le procédé du n^ 63. 

En voilà assez pour mettre ceux qui sont familiarisés 
avec les constructions que nous avons données , à portée 
de résoudre le problème proposé ; nous ferons seule- 
ment remarquer un procédé analogue à celui du n^ 70, 
par lequel on abrège un peu l'opération. 

Soit menée , dans le plan horizontal, la droite S'K' Fig.56. 
qui représente la commune section de ce plan et de 
Tun des plans verticaux passant par le sommet du cône, 
point dont les projections sont en S' et S"^ au lieu de 
rabattre le dernier plan , en le faisant tourner autour 
de S'K', qu'on le transporte sur DAB , en couchant la 
ligne S'K' sur AB, de manière que le point S' tombe 
en S ', alors en prenant Skz==:S'K\ on pourra mener 
les droites S'k , qui seront les sections du cône , par le 
plan coupant (76) : faisant ensuite mg=S'G'^ le point g 
sera la position du centre du cercle dana lequel la 
sphère rencontre le plan coupant ^ car il répond au- 
dessus de G', à une hauteur égale à celle du centre de 
cette sphère qu'on voit projeté en E' et E" : enfin le 
rayon de ce cercle est gh , égal à G'H' (63). 

Les points p , où le cercle dont on vient de parler 
coupe les droites S^k, appartiennent à l'intersection 
du cône et de la sphère proposée. Ils sont au nombre 
de quatre , deux se trouvent sur la courbe formée par 
l'entrée du cône dans la sphère , et deux sur celle qui 
résulte de sa sortie. On appliquera ici les observation» 
que nous avons faites pour le cas du cylindre. 

Les points p sont placés dans le plan coupant ; pour 
avoir leurs projections, il faut prendre S'P' égal à pi, 
%t le point -P' sera la projection sur le plan horizontal : 
élevant ensuite P'P'', perpendiculaire à AB, la projec- 
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Fig. 56. tion^fvertîcale P" se trouvera à la rencontre de cetteL 
droite et de p i ; car le point p étant pris dans un plan 
vertical , est à la même hauteur que sa projection sur 
tout autre plan vertical. 

Afin de ne pas compliquer la figure , Topération n'a 
été exécutée que sur un seul des points p ; mais elle 
aurait lieu de la même manière sur les trois autres.. 

Quoique la base du cône représenté dans la figure , 
soit un cercle , comme on n*a employé aucune des pro- 
priétés qui la caractérisent, on voit que la construction 
{précédente s'étendrait à tout autre cas. 

PROBLÈME. 

83. Construire rintersection de deux cônes. 

Nous supposerons , pour plus de simplicité ^ que les 
cônes proposés aient leurs bases sur un même plan , 
c'est-à-dire , qu'on connaisse la courbe suivant laquelle 
• chacun d'eux coupe l'un dès plans coordonnés , l'hori- 
zontal , par exemple : on verra bientôt que la question 
peut toujours être ramenée à cet état. 

Cela posé, j'imagine un plan passant par la ligne qui 
joint les sommets des cônes proposés, et tournant au-* 
tour de cette ligne ; ce plan , dans chacune des posi- 
tions où il rencontrera les cônes , les coupera suivant 
des lignes droites, qui seront en général au nombre de 
quatre , savoir , dieux pour l'un , et deux pour l'autre : 
et comme elles sont toutes dans* un même plan, celles 
qui appartiennent au premier cône rencontreront leurs 
correspondantes sur le second , dans des points qui 
feront partie de l'intersection de ces surfaces. 
Fi", 5". S°^^ ^' ^* ^" > s' et s", les projections des sommets des 
cônes -, F'F' et Tf ', les courbes qui leur servent de base 
sur le plan horizontal *, £' le point où la bgne qui passe 
par les sommets des cônes proposés rencontre le plan 



DÈS ÉLÉMENS Dt GÉOMÉTRIE; ^^ 

horizontal ; il est évident que le plan coupant , dans F'»g- 57- 
toutes ses positions , doit toujours passer par ce point. 

Je mène ensuite la droite YlY' à volonté ^ mais de 
manière cependant qu'elle rencontre les deux bases des 
cônes, et je regarde cette ligne comme la commune 
section du plan coupant et du plan horizontal. 

"Je construis (76) les projections des lignes tirées des 
points F' au sominet du premier cône , et des points f 
au sommet du second 5 ces lignes sont respectivement 
les projections des génératrices des deux cônes propo-- 
ses, situées dans le plan mené par la droite qui joint les 
sommets des cônes et par la droite F^F' ; et leurs rei»- 
contres , marquées sur chacun des plans coordonnés 
par les chiffres 1 , a , 3, /{, seront des popts de l'in- 
tersection demandée. 

£n jetant les yeux sur la deuxième figure , on con- 
cevra facilement que Tun des cônes proposés 'pénètre 
l'autre , et que des quatre points qu'on trouve par la 
construction précédente, deux appartiennent à l'en- 
trée, et les deux autres à la sortie du cône pénétrant. 

84. Corollaire premier. S'il s'agissait de trouver l'in- 
tersection d'un cône et d'un cylindre , il faudrait ima- 
giner par le sommet du cône une droite menée parallèle- 
ment à la génératrice du cylindre ; alors tous les plans 
passans par cette ligne , couperaient le cylindre et le 
cône proposés, suivant des droites, et la construction 
serait la même que dans le cas précédent. 

85. Corollaire IL Enfin si on demandait l'intersec- 
tion de deux cylindres , il faudrait les imagmer cou- 
pés par des plans parallèles à leurs génératrices , et dans 
le cas où ces cylindres auraient leurs bases sur le mêma 
plan , la construction deviendrait analogue à celle qui 
a été indiquée ci-dessus , pour les cônes. 
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En effet, on déterminerait (21 et 3S) la ligne suivant 
laquelle un plan parallèle aux génératrices , rencontre- 
rait le plan horizontal (*) ; et on mènerait ensuite tant 
de lignes qu'on voudrait parallèlement à celle-ci. Les 
points où elles couperaient les bases des cylindres pro-r 
. posés seraient placés sur des génératrices prises dans le 
même plan, et dont on construirait les projections (7Q ; 
leurs rencontres mutuelles détermineraient des points, 
de la section demandée. 

86. Remarque. Nous ne saurions entrer ici dans le 
détail des procédés qu'on pourrait adopter pour les 
différens cas particuliers qui peuvent se présenter. Cet 
objet n'a d'ailleurs aucune c^fficulté , et quand on s'est 
habitué au genre de considérations qu'il comporte , on 
trouve soi-même les simplifications dont les méthodes 
générales peuvent être susceptibles. 

Nous avons supposé que les bases des cônes ou des 
cylindres proposés étaient sur un même plan ; quoique 
cela n'arrive pas toujours, on peut l'obtenir facilement, 
puisqu'il n'est besoin que de prolonger jusqu'à la ren- 
contre du plan horizontal les génératrices, construites 
comme on l'a vu (76). 

On pourrait même se passer de cette opération pré- 
paratoire , en menant effectivement les plans coupans 
suivant les conditions données , et en déterminant leur 
rencontre avec les courbes qui servent à diriger Içs 
mouvemens des droites génératrices ; mais ce moyen 
n'est guère commode , surtout quand les courbes dont 
il s'agit ne sont pas planes. 



(^) Pour construire un plan suivant ces conditions, il sufEt dïma- 
giner par un point quelconque deux lignes respectivement parallèles 
à chacnne des génératrices , elles détermineront (36) le plan de- 
mandé. ; 



/ 
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Voici un cas particulier qui peut être intéressant, 
celui de deux cylindres droits. 

Nous prendrons pour plan horizontal un plan paral- 
lèle â'ia-fois aux deux axes de ces cylindres , et deux 
plans verticaux, respectivement perpendiculaires à cha- 
cun de ces axes. 

Cela posé , si on conçoit ces cylindres coupés par des 
plans horizontaux, les sections résultantes seront des 
droites parallèles aux axes ; mais E'T" étant la rencontre Fig.58j 
du pla^ vertical DAB avec un des plans coupans, F "F' 
et E"£' seront les sections de ce plan «et du premier 
"cylindre, projetées sur le plan horizontal; on trouvera 
celles qui leur correspondent dans le second , en me- 
nant dans le plan vertical d a b , perpendiculaire à Taxe 
du second cylindre, f e parallèle à ab, et éloignée de 
cette ligne d'une quantité égale à la distance de E'^F*' 
à AB. Il est clair que f e sera la rencontre du plan cou- 
pant avec celui de la base du second cylindre j et par 
conséquent ee' et ff seront les lignes cherchées, qui 
rencontreront leurs correspondantes E''È', F"F', dans le 
premier , aux points 1, 2,3,4, appartenant à la pro- 
jection horizontale de \sl commune section demandée. 
Quant à la projection verticale , elle se trouve sur le 
cercle qui sert de base au premier cylindre. 

. Si Ton demandait la courbe qui serait Tintersection 
d'un plan quelconque et d'une surface cylindrique ou 
conique , on pourrait appliquer les méthodes précé- 
dentes à ce cas particulier ; car un plan appartient éga- 
lement à la.famille des surfaces coniques ou à celle des 
surfaces cylindriques , puisqu'il peut être engendré par 
une droite assujétie à glisser le long d'une autre , et à 
passer constamment par un même point pris hors, de 
cette droite , ou à se mouvoir parallèlement à elle-même. 
Nous ne nous arrêterons donc point sur ce sujet;, qui 
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d'ailleurs est susceptible de simplifications partîculièrei 
très-aisées à découvrir, en choisissant convenablement 
les plans coordonnés. 

Nous observerons en général , que Tintersection d'une 
surface courbe et d'un plan quelconque peut toujours se 
construire facilement, puisque , quel que soit le système 
des plans coupans, leurs rencontres avec le plan proposé 
seront toujours des lignes droites faciles à déterminer. 

PROBLÈME. 

87. Construire t intersection de deux surfaces de 
révolution^ dont les axes sont dans un même plan. 

Ce cas particulier, mais cependant assez étendu, mé- 
rite d'être traité avec quelque détail, parce qu'il offre 
l'exemple d'un procédé qu'on peut employer souvent 
avec avantage. 

Pour construire les intersections des surfaces , nous 
avons employé jusqu'ici des plans coupans : ce choix 
est en effet le plus simple qu'on puisse faire ; mais il est 
aisé de s'appercevoir que l'esprit de la méthode consiste 
à couper les deux surfaces proposées par une troisième, 
parce que les sections qui en résulteront, se trouvant 
placées sur cette dernière, se rencontreront nécessaire- 
ment , si les premières ont un point de leur commune 
section situé dans cette surface , et il y a des circons- 
tances où les sections formées par une surface courbe , 
sont plus simples que celles qui résultent d'un plan. 
Dans le cas actuel il convient d'employer ^ au lieu de 
plans coupans , une suite de sphères ayant toutes leur 
centre placé à l'intersection des axes des deux sur- 
' faces de révolution proposées. 

Pour s'en assurer, il faut d'abord observer que deux 
surfaces de révolution ayant un axe commun , se ren- 
contrent toujours dans un cercle dont le plan est per- 
pendiculaire 
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pendiculaire à cet axe; et qui a pour rayon la distance 
du même axe au point ou se coupent les courbes géné- 
ratrices situées dans un même plan : cela posé, on voit 
qu^une sphère dont le centre est au point de rencontre 
des deux axes des surfaces proposées, pouvant être alter- 
nativement considérée comme décrite par la révolution 
d'un de ses grands cercles autour du premier axe et au- 
tour du second, doit couper, suivant des cercles, les deux 
surfacesproposées.Voicirapplicption de ces remarques: 

SE et SF étant les axes , EX et FY les courbes gé- Fij. 59; 
xiératrices ; du point S comme centre et d'un rayon pris^ 
à volonté , on décrit un cercle MN qui appartient a^ 
une sphère dont le centre est en S , et qu'on peut re- 
garder comme engendrée par la révolution de ce cercle 
autour de Taxe SE ; le point N , dans ce mouvement , 
produit un cercle qui est la commune section de la 
aphére et de la surface qui a pour génératrice EX. Le 
plan de ce cercle est perpendiculaire à celui de la figure 
et passe par NH.^ En raisonnant de même, on verra que 
la surface décrite par FY autour de SF, est coupée 
par la sphère dont on vientde parler , suivant un cercle 
qui a pour rayon GM , et dont le plan est perpen- 
diculaire au plan de ^^ figure ; le point P sera donc 
la projection horizontale d'un point de l'intersection 
des deux surfaces de révolution proposées. 

Le procédé étant répété fera connaître autant de 
points qu'on voudra de cette projection : quant a la pro- 
jection verticale , on la construira par les hauteurs , 
comme dans le problème flu n? 4^, avec lequel celui- 
ci a le plus grand rapport. On peut en effet arriver à 
la solution , par le moyen de deux cônes qui , ayant 
même sommet, se coupent dans toute leur étendue sui- 
vant une ligne droite, laquelle rencontre aussi les sur- 
faces de révolution ; et par là on appliquera tout c« 
CompL de la Géom, 4* édit. fi 
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qui est dit dans le n^ cité et dans le suivant ^ à la ques- 
tion dont il s'agit ici. 

88. Remarque. Pour donner quelques applications 
des problèmes précédens, nous allons énoncer plusieurs 
questions qu'on peut résoudre par leur moyen , et sur 
lesquelles il peut être utile de s'exercer. 

1°. Supposons que connaissant les distances d'un point 
à trois droites données de position , on demande les 
projections de ce point. Il est évident qu'en prenant 
chacune des lignes données , pour l'axe d'un cylindre 
^lifdroit, dont le rayon serait la distance de cette ligne 
au point cherché y cliacun des cylindres ainsi formés 
doit contenir ce point ; il ne peut donc être qu'à leur 
intersection. 

Mais pour trouver la rencontre de trois cylindres , 
il faut d'abord chercher les projections de la courbe 
suivant laquelle se coupent deux quelconques d'entre 
eux , pnis déterminer ensuite les rencontres de cette 
courbe et du troisième , ou , ce qui revient au même, 
construire les projections de l'intersection de ce der-» 
nier avec un de ceux déjà employés ; on aura ainsi 
deux courbes qui détermineront , parles points où elles 
se rencontreront I ceux qui soii^ communs à la fois aux 
trois cylindres proposés. 

Ces deux courbes étant données par leurs projec- 
tions , les points où celles-ci se rencontreront seront les 
protections des points demandés. 

il est nécessaire d'appliquer au cas présent ce qui 
a été dit pour les lignés droites (ig). 

Toutes les constructions qu'on vient d'indiquer peuvent 
être exécutées facilement par ceux qui auront com- 
pris ce qui précède^ ils ne sauraient être arrêtés que par 
la longueur de l'opération , capable de rebuter peut-être 
Us personnes qui ont peu â*habitude de la règle et du 
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Cotnpds; au reste ^ nous dirons ici , pour ceux qui don^ 
naissent l'analyse ^ que la question proposée est en gé- 
néral du huitième degré et à trois inc()nnues; il n'est 
donc pas étonnant que le prooédé soit compliqué. 

Il se présente un cas assez simple ^ que nous invi- 
tons nos lecteurs à construire d'abord ; c'est celui où 
les trois droites données sont parallèles à un même 
plan , qu'on choisira alors pour plan horizontal , et la ^ 

construction sera celle qu'on a donnée plus haut (85 ). 

a°. Supposons qu'un objet D placé en l'air, un ballon, Fig. G(h 
par exemple , soit vu à la fois, de trois points donnés 
E, G, F', et qu'on observe dans chacun , l'angle que 
fait le rayon visuel mené au point D^ avec la verticale; 
on pourra trouver la hauteur de ce point , et sa pro- 
jection sui^ le plan horizontal, de la manière suivante. 

On choisira pour plan horizontal le plan P'Q' , qui 
passe par un des points donnés F' ; et puisque la situa-^ 
tion des points G et £ est connue , on aura leurs pro- 
jections G^ et 'Ef sur ce plan. 

Cela posé y concevons que l'un des rayons visuels 
DE , par exemple , tourne autour de la verticale E'M 
qui lui correspond , en. faisant constamment avec elle 
le même angle; il engendrera un cône droit > sur la sur-* 
face duquel se trouvera nécessairement le point D. En 
appliquant ce raisonnement aux deux autres points F^ 
et G y on aura trois cônes qui contiendront le point 
cherché : il sera donc placé à leur intersection. 

Ici, comme dans l'exemple précédent^ on cherchera 
les projections des intersections de l'un des cônes avec 
fehacun des deux autres ; et iious avons donné des mé-* 
thodes applicables à cette détermination ^ Mais les -cônes 
proposés ayant leurs axes perpendiculaires à un même 
plan>. et étant droits ^ il sera commode de prendre 
les p^s coupant parallèles^ celui-ci: il en résultera ^ 

: ■■ 6.. 
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pour les sections de chaque cône, des cercles dont le 
rayon sera la perpendiculaire menée par le point de 
Taxe où passe le plan coupant , et terminé à la ren- 
contre du côté ; et les cercles ainsi trouvés seront égaux 
à leur projection sur le plan horizontal. Ces détails 
fiufiisent pour achever la construction. 

Il est aisé de voir que ce dernier procédé convient 
également à des surfaces de révolution , dont les axes 
sont perpendiculaires à un même plan. 

3**. Supposons , pour la dernière question , qu'un ob- 
servaj^eur placé dans un ballon veuille déterminer sa 
situation , en mesurant les angles que font entre eux 
les rayons visuels menés à trois points dont la position 
respective est donnée. 

Dans ce cas , on connaît les angles EDF', GDF' et 
GDE , ainsi que la position respective des trois points 
G , F' et E; nous supposerons qu'on ait pris pour plan 
horizontal celui qui est déterminé par les trois points 
proposés: on a donc alors la base et les angles des 
arêtes d'une pyramide , et on demande la projection 
de son sommet^ sur la base , ainsi que sa hauteur. 
Fig. 6i. Soit GEF le triangle de la base ; imaginons qu'on ait 
décrit sur EF , un segment de cercle EKF , capable 
de l'angle donné EDF' \ ce segment , en tournant autour 
de EF ^ engendrera un corps qui contiendra sur sa sur*- 
face tous les points de l'espace ^ tels, que menant de 
chacun d'eux des lignes aux points E et F, elles feront 
un angle égal à l'angle donné : le point D sera donc sur 
cette surface. Ce raisonnement étant appliqué à cha- 
cun des côtés GF et GE , fera connaître deux autres 
surfaces de révolution , engendrées de la même ma- 
nière , et contenant aussi le point cherché ; ces sur- 
faces auront leurs axes dans le même plan ; et- on en 
déterminera les intersections par le procédé du n** 87. 
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Les points de rencontre des projections horizontales de ï"»?- 6'» 
ces intersections détermineront le point H , qui sera 
la projection du sommet de la pyramide ^ sur le plan 
de sa base; et la hauteur sera donnée par la même 
opération. 

Remarque. Ce problème mis en analyse offre des résul- 
tats intér essans ; et 1 es formules données par M . Lagrange 
dans les Mémoires de 1* Académie de Berlin^ année 1776, 
conduisent à Téquation d*une manière très-simple. Les 
considérations géométriques qui ont servi à le résoudre 
étant traduites en langage algébrique , mènent à leur 
tour aux expressions trouvées par cet illustre Géomètre. 

Ce problème est en général du huitième degré : on 
peut cependant dans sa construction , réduire le nombre 
des solutions à quatre ; car les corps qu'on emploie > 
considérés dans toute leur étendu) e , sont produits par 
la révolution d'un cercle entier autour de sa corde ; 
mais la partie engendrée par un dessegmens appartient 
aux points dont les rayons ^âuels font des angles qui 
sont' les supplémensde ceux que donne la partie engen- 
drée par Tautre segment. 

Ainsi, dans la construction op n'emploîra quele seg- 
ment £KF ; car l'autre segment EkF appartient à un 
angle qui est le supplément de F'DE (Jig, 60 ) (*). 

SUITE P£ LÀ GENERATlOIï DES SURFACES COURBES» 

89. Nous avons parlé , dans les articles précédens, de 
la génération et des intersections des surfaces dont la 
construction dépend d'une seule courbe ; nous allons 



(*) C'est par la solution de ce probtème , que Jç dois à un elèyc 
de l'École de Mczières , oiiM. Monge professait, «[ue j'ai eu connai» 
sance de la méthode donnée, n<> 87. 

Le même problème a été résolu algébriquement parEstève^ dan& 
lç« Mémoires de» tsavans étrangeis, tom. ll>çag- 4^« 
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maintenant passer à celles qui exigent le concours dtf 
plusieurs. Nous commencerons par les surfaces com«- 
posées de lignes droites. 

Pour déterminer le mouvement d'une droite, il faut 
trois conditions ; car dire que la ligne droite généra- 
trice est assujétie à passer constamment par un point 
donné , dans^ le cas du cône , ou à être parallèle à une 
même ligne , dans la génération du cylindre , cela équi- 
vaut à deux conditions. En effet , un point est donne 
par ses deux projections; il en est de même d'une ligne ; 
la coexistence de ces données olfre donc évidemment 
deux conditions : la courbe suivant laquelle se meut la 
ligne génératrice est la troisième. 

Pour donner quelques exemples d'une surface engen- 
drée par le mouvement d'une ligne droite assujétie à 
passer par deux lignes données , supposons d'abord que 
la première de celles-ci soit ime droite verticale , et 
la deuxième une courbe quelconque , donnée par ses 
projections. Le mouvement de la ligne génératrice ne 
sera pas encore entièrement déterminé ; car soient XM 
Fig, 62. et EE' Ja courbe et la ligne donnée ; tandis que la ligne 
génératrice EM est fixée par un de ses points sur la 
courbe XM , elle peut tourner autour de ce point , 
et parcourir ainsi tous ceux de la ligne EE'. Il faut 
donc ajouter une nouvelle condition , et parmi toutes 
I celles qu'on peut choisir , nous supposerons que la ligne 
EM reste constamment horizontale, c'est-à-dire, que le 
point M et le point E soient toujours à la même hauteur. 

La construction de cette surface est on ne peut pas 
plus facile ; car il n'y a qy^k faire passer par la ligne 
donnée EE' , et par le point V , choisi arbitrairement 
*urle plan horizontal BAC, un plan vertical qui coupe 
la courbe donnée en M, l'ordonnée MM' sera la hau-» 
teur du point P au-dessus de sa projectiou horiJW)ntalç, 
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90. Nous donnerons encore un autre exemple de 
surfaces analogues : nous concevrons que deux courbes * 
XM , xm , soient perpétuellement coupées par un plan Fig. 63. 
DF'^ assujéti à passer constamment par une ligne ver- 
ticale AD. Si on joint par une droite indé&nie Mm , les 
deux points où ce plan , dans chacune de ses positions , 
rencontre les courbes proposées, XM et xm , l'ensemble 
des droites , ainsi déterminées y formera une surface 
courbe facile à construire par ce qui précède. 

Nous ne nous arrêterons pas à détailler l'opération ; 
nous remarquerons que le cas le plus simple est celui 
où les deux lignes courbes XM et xm sont remplacées 
par deux lignes droites ; et alors la surface proposée 
est celle qui est engendrée par le mouvement d*une 
ligne droite assujétie à glisser le long de trois autres. 
On voit par là combien cette surface est aisée à cons- 
truire y en choisissant les plans coordonnés^ de manière 
qu*il j en ait un qui soit perpendiculaire à Tune des 
droites données. 

En général y le mouvement d'une ligne droite sera 
déterminé toutes les fois que cette ligne sera assujétie 
à glissor le long de trois courbes données. Les surfaces 
dont nous venons de parler ne sont que des cas par^ 
ticuliers de celles qui naîtraient de ce mouvement; 
toutes sont comprises sous le nom de surfaces gauches : 
le coin candide de Wallis est une de ces surfaces (*). 



(*) Voici sa génération : BDE' étant un quart de cercle situé p.. ^ 
dans un plan vertical et parallèle à la ligne AG , si on conçoit qu^un 
second plan vertical perpendiculaire à cette ligne se meuve parallè- 
lement à lui-même , et qu'on joigne par des droites G^F^ les points 
cil il rencontre la ligne AG et Parc DE^, dans chacune de ses po- 
sitions, Tcnsemble de ces droites sera la surface dont il s'agit. 

On voit que le corps terminé par cette surface et par les plans 
DAB, fiAG, donne des triangles rectangles te!^ que FG'F^, lorsqu'on 
le coupe par des plans perpendiculaires à AG. Il n'est d'ailleurs qa« 
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91 . Les deux dernières familles de surfaces que nou» 
* venons de considérer, quoique composées de lignes 

droites , diffèrent essentiellement du cône et du cylirw 
dre. En effet, ceux-ci peuvent se développer, c'est- 
à-dire , s'étendre sur un plan , sans déchirement ni 
duplicature ; car on peut concevoir le cône comme 
composé de plans infiniment longs et infiniment étroits ; 
et si on imagine que chacun dt ces plans tourne au- 
tour de sa commune section avec le plan consécutif, 
comme autour d'une charnière , il pourra être rabattu 
sur celui-ci. On peut se rendre cette vérité sensible 
en substituant parla pensée au cône , une pyramide d'qn 
très-grand nombre de faces , et Ton verra aisément 
qu'à quelque point que se multipUent ces faces, la 
proposition ne cessera pas d'avoir lieu ; elle convien- 
dra donc au cône qui enveloppe toutes ces pyramides. 
Un pareil raisonnement s'appUquerait au cylind^fe , en 
substituant les prismes aux pyramides; mais les surfaces 
dont nous avons parlé n° 89 , ne jouissent pas de cette 
propriété ; car toutes les lignes droites qui les compo- 
sent doivent se croiser dans leur direction , en passant 

f ig. 62. 1»mje au-dessus de l'autre dans la ligne EE^ sans se ren- 
contrer; or, d'après ce qui précède , pour qu*une sur- 
face soit développable , il faut que les lignes droites 
qui la forment se rencontrent au moins deux à deux. Il 
en sera de même du genre de surfaces considéré n® 90 , 
dons tous les cas , excepté ceux où, par la nature et la 

Fig. ca. position des courbes XM et xm, elle se réduit à un 
plan ou à un cône. 

92. L'idée du développement a été produite par la 

la huj liera e p£|rti^ de celui que renferme la fiarface qu'on vient de 
di'crire , lorsqu'elle est complète ^ car il est e'vident qu^il faut pren- 
die le cercle entier au lieu du quart DBE^, et prolonger les géu<>- 
r^Uicef fQ', aa-deç^oiiç du plan BAC» au-ddià dcAG^ 
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considération des corps terminés par des plans*- Toutes 
les surfaces des corps de ce genre peuvent se déyeIop« 
per , mais cependant il existe entre eux à cet égard des 
différences sur lesquelles il convient d'insister. 

Quand on considère une pyramide j abstraction faite 
de sa base , on voit que le développement peut s*en faire 
sur le plan de Tune de ses faces , et que par ce moyen 
les autres viendront se ranger à la suite de celle-là , sans 
qu*ilyaitentre elles aucun espace vide , aucune solution 
de continuité. Il en sera de même d*un prisme lors- 
qu'on fera abstraction de ses bases; et on doit toujours 
le faire ; car les bases d*un prisme ou celle d'une pyra- 
mide , ne sont autre chose que des termes que Tima-* 
gination ou le besoin mettent à des corps indéfinis. 

Si maintenant on applique ce raisonnement à un corps 
d'une autre nature , unicosaèdre ou un dodécaèdre , 
par exemple, on verra qu'il ne saurait leur convenir , 
et qu'il y aura des vides entre les diversesjjarties de 
leurs développeraens. 

Mais les prismes et les pjrramides ne sont pas le^ 
seuls corps dont on puisse développer les surfaces sans 
solution de continuité; la notion du développement fait - 
voir qu'il aura lieu toutes les fois que la surface proposée 
sera formée de plans angulaires indéGnis, joints les uns 
aux autres par des arêtes aussi indéfinies^ quand même 
ces angles n'auraient pas leur sommet au même point. 

Il est aisé de se représenter la figure du corps dont 
les faces seraient les plans angulairesMRM,,M,R,Mii, Fig.65. 
MaRftMs, etc. réunisrdeuxà deux par un de leurs côtés, 
et inclinés d'une manière quelconque les uns à l'égard 
des autres. Il devient une pyramide lorsque tous les 
sommets des angles R , R, , R^ , etc. se confondent , 
et un prisme s'ils s'éloignent à l'infini ; car alors le* 
arêtes MR , M, R. , M» Ra, etc. sont parallèles* 
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^g*65. ^3. Concevons un plan assujéti à se mouvoir sni-* 
vant une certaine loi , telle, par exemple , que d être 
constamment perpendiculaire à une courbe à double 
courbure donnée XZ; soient PMN une des positions de- 
ce plan, P, M, Ni une seconde position consécutive à 
la première , et qui la rencontre suivant la ligne MiN, ; 
soit encore P^Ma Na une troisième position consécutive 
aux deux autres , et dont la rencontre avec la dernière 
soit Ma Na ; en&n soit P3 M3 N3 une quatrième position 
du plan dans laquelle il rencontre la troisième suivant 
la ligue MaNs^ on voit que de cette manière on for- 
mera un corps a faces planes terminées par des lignes 
droites, telles queMiV, MiN, , Ma N», M3 N3, etc. 
qui sont deux à deux dans un même plan , et qui par 
. conséquent se rencontrent. 11 est clair que ce corps peut 
se développer, en faisant tourner chacune de ses faces 
autour de sa commune section avec la face qui la pré" 
cède, jusqu'à ce quelle arrive dans -le plan de celle-ci. 

Telle est la manière la plus générale dont puisse être 
conçue une surface développable ; car quoique nous 
n'ayions considéré qu'un corps terminé par un nombre 
fini de plans , on peut imaginer qu'ils soient multipliés 
autant qu'on le voudra , sans que la propriété que nous 
venons d'énoncer cesse d'avoir lieu } et il en sera de 
ce passage comme de celui du contour des polygones 
à la circonférence du cercle : la multiplication indé- 
finie des faces des corps que nous considérons, con- 
duira à une surface courbe à laquelle conviendront les 
résultats que nous venons de trouver. 

Le cône et le cylindre s'en déduisent comme cas 
particuliers , ainsi qu'on va le voir. En effet , il suit de 
la génération d'une surface développable quelconque , 
que les droites MN , M, N, , Ma N. , etc. la touchent 
dans toute leur longueur , et se rencontrent deux à deux 
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aux points R , R, , etc. ; la suite de ces points appar- Fig. 65< 
tient à une courbe quon nomme tirête de rebrousse^ 
ment de la surface proposée , parce que cette surface 
ne s'étend point dans Tespace déterminé parla conca- 
vité de cette courbe , mais elle forme dtux nappes qui 
passent d*un côtéetdeTautre de cette limite. Si tous 
les points R » R^ , Ra > etc. se confondaient en un seul, 
la surface proposée serait celle d*un cône 5 elle deyien- 
drait un cylindre , si tous ces points de concours s'éloi- 
gnaient à Tinfini , et que les lignes M^ N, , etc. fussent 
parallèles entre elles. Dans le dernier cas , la courbe 
XZ , à laquelle le plan générateur doit être perpendi-» 
culaire dans toutes ses positions , est une courbe plane. 
Eu effet , le plan générateur dans chacune de ses po- 
sitions y se trouvant perpendiculaire à un même plan , 
celui de la courbe donnée , ses intersections successives 
seront aussi perpendiculaires à ce plan , et par consé- 
quent parallèles entre elles, 

La courbe RR,Ra etc. pourrait servir i la géné- 
ration de la surface proposée ; car celle-ci résulte de 
- l'ensemble des tangentes de cette courbe , et. il n'y a 
pas de surface développable qu'on ne puisse imaginer 
produite de -cette manière. 

Quand la courbe RR^R^ etc. est plane , la surface 
engendrée par toutes ses tangentes n'est autre chose que 
le plan dans lequel cette courbe est située ('^). 

94. On obtiendrait des surfaces analogues aux précé- 
dentes et variées àVinfini, en substituant auxlignesdroites 
des courbes d'une nature donnée , et on trouverait qu'il 

(*) C'est M, Monge qui a nomme csttecpnrbe arête de reirousse" 
ment de la surface développable , dans le IX^ et le X« volum« 
des Mémoires des Savans Etrangers , où il a traité ce sujet anaJy- 
tiqnement , avec beaucoup d'étendue : nous y renvoyons ceux de nof 
lecteurs qui Tondrai«nt l'approfondir davantage, 
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faut aussi trois conditions pour déterminer d'une ma-^ 
uière complète le mouvement d'une courbe quelle qu elle 
soit ; mais sans entrer dans ces généralités , j[e me bor- 
nerai à indiquer la description des surfaces annulaires*, 
Tîg. 66. «Soit XZ une courbe quelconque , GH un cercle mo- 
bile dont le centre M soit toujours sur cette courbe, et 
dont le plan PQ la coupe perpendiculairement; ce cercle 
engendrera une surface dont la partie ombrée de la 
figure peut donner une idée. 

Si on remplaçait le cercle GH par une autre courbe. , 
il faudrait ajouter une nouvelle condition j car le plan 
PQ peut tourner sur le point M , sans cesser d'être per- 
pendiculaire à la courbe XZ. Cette circonstance y qui 
ne change rien par rapport au cercle GH , ferait varier 
la surface engendrée par une courbe qui ne serait pas 
symétrique autour du point M. On pourrait, par exem- 
ple, assujétir une ligne fixe dans le plan PQ , à passer 
constamment par une ligne droite ou courbe , donnée 
dans Teepace. 

Au lieu de supposer le plan PQ perpendiculaire à la 
courbe XZ, on pourrait le faire mouvoir parallèlement 
à lui-même , et , si la courbe GH n'était pas un cercle , 
concevoir qu'une droite fixe dans le plan PQ , demeure 
constamment parallèle à elle-même. 

Le cas le plus simple des surfaces annulaires est celui 
où la courbe XZ , située toute entière dans le plan 
horizontal , est un cercle , et la courbe GH , un autre 
Fig. 67. cercle placé dans le plan vertical DAH', ayant son centre 
C, toujours sur la circonférence X'Z', qu'on suppose dé- 
crite du point Acomme centre : tel est l'anneau ordinaire. 

On voit que cette surface est en même temps du nom- 
bres des surfaces de révolution; car elle est produite par 
un cercle G'PH' tournant autour d'un axe AD, pris eu 
dehors, mais dans son plaif. 



\ 
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Ce serait ici le lieu de traiter des intersections mu- 
tuelles de divers genres de surfaces courbes que nous 
venons de considérer, mais de semblables détails passent 
les bornes que nous nous sommes prescrites (^). 

Noust;erminerons par quelques indications sur la ma- 
nière de développer les surfaces qui sont susceptibles 
de cette opération , et sur celle de mener des tangentes 
aux surfaces courbes en général. 

DU DÉVELOPPEMENT DES SURFACES. 

95. Lorsqu'on développe une surface , on a pour but 
de rapporter sur un seul plan , les courbes qu'on a con- 
sidérées sur cette surface ; par exemple , on développa 
un cylindre pour y tracer plus commodément un filet 
de vis. On sent aisément que pour exécuter ce déve- 
loppement , il faut rapporter les courbes proposées sur 
la surface qui les contient » à des données qui ne chan- 
. gent pas de grandeur , dans le passage de la surface au 
plan , et dont la position respective dans ce dernier cas,' 
soit facile à déterminer. 

PROBLÊME. 

96. Soit un cylindre à développer. 

Si on coupe ce cylindre par un plan perpendiculaire, 
à sa droite génératrice , comme elle est toujours paral- 
lèle à elle-même dans quelque position qu'elle se trouve , 
il est évident que le cylindre proposé ne sera formé 
que de lignes perpendiculaires à ce plan. Cela posé, 
lorsqu'on imaginera que chacune de ces lignes , F,Ei, Fig.68; 
V FaEa , etc. tourne autour de EF pour s'appliquer sur 
le développement , les arcs FFi , FjFa , etc. deviendront 

(*) J'ai donné dans Je premier volame de mon Traité du Calcul 
différentiel et du Calcul intégral, la thibrie analyti^e et com- 
pléta des sorCacen cpnrbes. 
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Fig.68. des lignes droites, et tomberont tous dans le même 
prolongement ; car ils sont perpendiculaires à^xe au-* 
tour duquel se fait le mouvement de rotation : le ré- 
sultat sera donc une ligne droite , sur laqu^le les lignes 
génératrices du cylindre seront toutes péxpenditfulaires. 

Soit maintenant une courbe MMiM« etc. y tracée 
sur le cylindre suivant une loi quelconque , ou produite 
par l'intersection de ce torps avec un autre dont la 
génération soit connue : puisque le cylindre est donné 
ainsi que la position de tous les points de cette courbe , . 
par rapport aux plans coordonnés , il sera aisé de cens-* 
truire sur ceux-ci les projections de la section perpen- 
diculaire que nous avons indiquée , et en la supposant 
divisée en autant de parties qu'on voudra, FF„F,Fft , etc. 
on déterminera les distances MF, M,F, , MaF» , etc. 
des points de la courbe proposée à ceux de cette sec- 
tion qui se trouvent sur la même droite génératrice. 
€es distances ne changeront pas dans le développe- 
ment } et on les portera perpendiculairement à la droite 
qui représente alors la section perpendiculaire, sur 
chacun des points f , f, , f a , etc. correspondans aux 
points F, F, , Fa, etc. : la courbe mjma etc. sera ce 
que devient la courbe proposée , lorsqu'on développe le 
cylindre. 

Il faut bien remarquer que quoique la courbe 
MMj Ma etc. puisse être fermée , son développement 
dans beaucoup de cas sera indéGni : cela tient à ce 
qu'un plan. en se roulant en cylindre, peut passer 
sur lui - même autant de fois qu'on voudra , puis- 
qu'U est indéfini par sa nature. C'est ainsi qu'en cons- 
truisant le développement de l'ellipse , qui est la section 
du cylindre droit par un plan oblique à sa base ^ on 
trouve pour résultat une courbe indéfinie. 

97* Corollaire. Si le cylindre proposé était droite sa 
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base tiendrait lieu elle-même de la section perpendicu- 
laire à la génératrice 5 et en la supposant étendue 
en ligne droite , on lui appliquerait tout ce qui a été 
dit précédemment par rapport à cette section. 

Comme on ne peut avoir la circonférence du cercle 
que par approximation , il s'ensuit qu'on ne construit 
les développemens du cylindre droit que d'une manière 
approchée ^ et cet inconvénient a lieu en général pour 
tous les cylindres dont la section perpendiculaire n'est 
pas une courbe rectifiable : mais dans les arts on se 
contente de partager cette courbe en un nombre de 
parties assez grand pour qu'elles puissent être consi- 
dérées comme sensiblement rectilignes^etalorsce n'est 
pas proprement le cylindre proposé qu'on développe , 
mais un prisme d'tm trës-grand nombre de faces ^ ins- 
crit dans ce cylindre. 

98. Remarque. Il y a une courbure particulière qu'on Fig. 6^ 
trace sur un cylindre , qui ne saurait être passée sous 
silence ; c'est celle qui jouit de la propriété de faire 
constamment le même angle avec la droite génératrice, 
dans quelque position qu'elle se trouve. 

Il est aisé de voir que cette courbe devient une ligne 
droite lorsqu'on développe le cylindre ; car alors toutes 
les positions de la génétratrice se trouvant parallèles 
entre elles sur un même plan, elles ne peuvent être ren- 
contrées sous un angle constant que par une droite. 

Lorsque le cylindre est droit, c'est-à-dire qu'il a 
•a base circulaire et sa génératrice perpendiculaire sur 
cette base , la courbe dont nous venons de parler est 
alors celle que forme la trancbe d'un filet de vis. 

Si on conçoit une ligne droite assujétie aux trois 
conditions suivantes : 1^ à être toujours parallèle aa ' 
plan de la base du cylindre , 12® à passer toujours par * 
ton axe^ 3"* à suivre le cours de la courbe proposée. 
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l'îg-^* cette droite engendrera une surface dont le filet de 
la vis quarrée présente Timage , et qu'on voit toute 
entière dans le dessous des escaliers tournans. 

Cette surface est du genre de celles dont on a donné 
la définition n^ 89 ; et il est facile de la construire , 
ainsi que de trouver ses intersections avec un plan ou 
une autre surface dont la génération soit connue. 

Si au lieu d*une ligne droite , on faisait mouvoir un 
cercle , de manière qu*il fût toujours dans un plan pas- 
sant par Taxe du cylindre droit , et que son centre 
parcourût la courbe que nous avons considérée dans 
cet article , la surface qui naîtrait de ce mouvement 
serait celle qu'on emploie , sous le nom de vis Saint" 
. Gilles , dans la construction de Tescalier tournant. 

On appelle hélices , les courbes formées par Tenve- 
loppement d'une ligne droite sur une surface cylin- 
drique. Ces courbes jouissent de la propriété d'être les 
plus courtes lignes qu'on puisse mener, sur cette surface, 
entre deux de leurs points : et il est facile de s'en con- 
vaincre en observant que l'étendue de la surface d'un 
cylindre ne change pas lorsqu'on le développe ; par con- 
séquent les distances respectives des points qui la com- 
posent ne souffrent ni extension ni. contraction ^ mais 
alors la plus courte distance de deux quelconques de 
ces points y est la droite menée de l'un à l'autre, et 
cette droite devient une bélice sur le cylindre. 

Ce qu'on vient de dire est non-seulement applicable 
aux cylindres , ' maïs convient encore aux cônes et aux 
surfaces développables en général. 

Si on trace une ligne droite sur leur développement, 
et qu'on remette ces surfaces dans leur état primitif, 
la ligne proposée deviendra une courbe qui jouira de 
propriétés analogues à celles de l'hélice, 

Cette courbe ne sera autre chose que celle qu'on 

formerait 
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formerait en pliant un fil librement sur une surface 
développaUe (^). 

PROBLÊME. 

9g. Construire le développement d^ une surface conique 
quelconque. 

L'idée qa*on se forme du développement d'une py-* 
ramide quelconque, abstraction faite de sa base, con^ 
duit naturellement à celle du développement du cône. 

Si on "conçoit une courbe tracée sur la surface de ce 
corps, de manière que tous ses points soient également 
éloignés du sommet, lorsqu'on développera le cône, la 
èourbe dont il s'agit deviendra uii cercle, ou au moins 
une portion de cercle , dont le -rayon sera la distance 
constante de chacun des points de cette courbe aii som^ 
met du côiie : or si on imagine une spbère ayant pour 
centre le sommet du cônej «lle.coupera sa surface suivant 
une courbe de la nature de celle dont on vient de parler, 
et que par conséquent il est facile de construire (82), * 

Soit FF,Fa etc. cette courbe, et MM, M» etc. ûiie Fig.70- 
conrbe quelconque tracée sur la surface conique pro- 
posée , et qu'il s'agisse de développer ; on y parviendra 
en déterminant les distances MS, MiS, M^S, etc.\^ù 
sommet à chacun de ses points , et la longueur des ares 

,1 ■ \ ■ • ■ ' . 

— — Mfc— iil ■ y I ■ ' I I I ■■ 1, ■ ■ i ■ ■ I I ■ ■ I I ■ I I ■ I Ifc ■ »» - ■ - 

(*) Pour se faire une ïàétr de cette eovrbe , il n'y a qn^t 
supposer que le fil ait une certaine largeur , comme celle, .d'un ra~ 
ban; alors on verra qu'il y a une manière de Penvelopper auj^ôur 
)de la surface proposée , sans te torâfé : la ligne suivait laquelle le 
ruban toticbe cette surface, forme prëcisëment la courbe que nous 
avons en vue. • ' • 

r^ous remarquerons ici que Pou peut de même envelopper libre- 
ment un fil sur une surface courbe quelconque , en le tendant au- 
tant qu'il est possible entre ses extrëmitifs; la courbe qu'il détei^' 
mine, par son application sur là snrfate proposée , est la plus 
courte qu'on puisse mener en|xe'deiii(q«^ODqaes de set points » 
•ur cette même surface. 

CompL de ta Oéom. 4* édit. 7 



gS GOMFXIÎM&NT 

fîg.70. FF^^ FFfl,ete. compris, sur U' prtniîère courbe» entre 
une de ces distances prise à volonté» telle ^ê IfS, par 
exemple, et chacune des autcee. 

Ayant tiré sur un plan une ligne indéfinie çf > pour 
reptèsenter la position de la génératrice du cône à l'ori- 
gine du développement» on décrira un cerde du point a' 
comme centre » et d^i^n rayon sf égal à SF ; ensuite on 
. cherchera de quel nombre dé degrés doit être un aro 
du cercle ff,?» etc. cibnt lîi longueur égalerait .celle de 
Tare FÏ*,, et ayant fait Tangle fsf,, de ce nombre de 
degrés, on prendra sur sfc une distance smi =Sllf( *, le 
poiht m^ , afnsi trouvé , appartiendra au dévieloppement 
qu'on se propbise de construire- 

100. Remarque, Cette solution dépende y comme oa 
voit , qu*Qn connaisse la longuei^r des dUfér<;ptes parties 
4« la courbe qai à toi;s ses points à ég^le distance du 
sommi^t du cône , ou que du moins on puisse transformer 
«A arcs de cercle , ces^parties : or c'est ce qi^'on ne peut 
obtepir que par le calcul intégra ; et Je pW souvent 
par appre^ximation seulement; ensorte que le procéda 
que je viens d'indiquer ne peut être employé qu*à l'aide 
^ l'analyse. Mais dans les arts» l'objet qu'on se propose 
n'é;tant que d'obtenir une précisioxt suffisante; pour les 
moyens d'exécution dont on peut disposer» on modifie 
Xaf. méthode précédente dé- ménière qu'elle pvisse être 
pratiquée fort simplement. 

pn dét^loppe alors au Ëeu dû cône uiié pyramide qui 
lui est tnsùrite » et qu'on suppose d'un trèfr-graud ni^mbrie 
de faces ^ ensorte que les arcs FF,, F,F»,.PàF3-, etc. 
puissent être regardés comme fie différant p&ssetrtible- 
^anent de lignes droites» et on les porte s.ijcce3sivement 
en ff, » fjf., f^fs, etc. sur la circonférence de cercle 
ttitcê dans h développement. Le reste de ki coBSftruotioB 
s'achève comme il a été dit p]:écédemtù^t. 
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toi* Çç^çUaire. S^ on suppo^ que |ç g^,^,<^i^^ pn 
chtrcli^ le développem^çnt; soi^ droit > ç ^^t-à-^i^R ^ haa^ , 

i^xpita^ç^j , et ^ve ^p ^ç. gij^s^ p V Ic^ centre dçi cçtte 
base 9 alors la courb^^l^iF^ ^a. deyi^t ui^ cerxple pa- 

ê^i^pri? ^ XoVonté , il m^ |flw Ç^WV^Q^K 4*fWR^oyçr 1* 
b^se ^It^mçioç. Ox\ Toit qu^ ^^us le déyçlpppf ïnfn,^ ,. 
cette' has^ fait encore p|îrfie d'ua çerç]$> #2^9 dpf^t tf^ 
rayon n est pas le même que su^^^^^ Fig 7*» 

t^diB que 1 autre est Ëo^ oii le côté même du conë. 

Si le^ ii|(p^ 0£ el.ES 9PQt comm^suiablea entre 
fiHe9'i il fi|t di^ d'iivale k développem^nti; car la lon-« 
g!l9Pr f^li» cixçoafé^fwi d^ h base dp cêiui^-'et oeller 
dç V%xç |(^|ajl du déveïpppwï^pt, étant émaé le rappiat 
dfi Ç«0 lientp 9 1^ mi^ms.cboâe «nrâ liçu^our chacunë^de 
IpHT» pfirliefl çprr^ftpondaxKteA. ^ cqnstructipn sera 
p^f^t«n)8tit rigQnrieu3€^ 9 à ce rapport^cst. tel qu'on 
puis^ conduire gépmétriquement Tare ce; car alors 
la quç^tjipg sp fé^uird 4 piri^Adre sur les arcsQE et go 
des parties qui soient entre elles dans le méi;ae rapj^^ort, 
et pn peut h fdiTiç par {^«wple opération dp labis^C' 
tion def ^gies. 

10a. Remarque, Noi;s n^entrerons dans aucun détail 
à l^iègard d^s surfaces développablés en général ; la mé- 
thode rigoureuse à emplojr^r pour leur déiveloppenjèhf 
ne saurait être indiquée ici^ et quaçt aux méthodes d'ap^ 
proxunation , elles sont eUes^Qiêmei^ trop tôngnea et d^un 
tsage trçp peu fréiqû^nt pour qu'on .doiye l^y arrêtera 
Nous nou« contenterons d'observer qu'on peut chercher 
au lieu du développement de la surface / ^elpi^n pfi^ 
ïy**é inscrit à cétje surface , et ^9^ )w^k'm^m 
loi. 

; jOil.dkermiiierait doiic les angles MAM, , MiRiM^^ Fig. 65. 
MaRaMs; ctc.^ les longnéttrs des Kgniss îto, ]Vf,Ri, 
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Fïg.es. MflR«; etc. etRR, Jft,Ra, etc. , et à l*aide de tendon* 
nées, oq construirait sur un plan les triangles M RM,/ 
!M,R,Ma, etc. dans la situation respective où ils éé 
trouvent sur la surface du corpé proposé. 

Si on passe des polygones aux courbes , c'est-à-dîre- 
du pol3rèdre à la surface proposée > toute courbe traôée 
sur cette surface sera.rappbitére à Tarête de rèbronsse- 
znent , par les tangentes mêmes de cette arête (^). 

DES t»LANS TAirOËlNS Aux SURFACES COU^LBES/ 

it)3. JL'idée qu on doit avoir du plan tangent à une 
surface courbe , emporte avec elle la condition que cef 
plan doil^passer.par touteis les tangentes qu'on peut me*- 
zier à la smfacé proposée, par le point où il la touche. 

Ou bien encore^ si on imagine tant de plans qu*on 
voudra y menés par le point de <x>ntact y mais de manière 
à couper la surface proposée , il faut que les sections 
qui en résultent soient touchées respectivement par les 
droites qui'sont les intersections des plans coupans et 
du plan tangent. • 

Deux lignes droites suffisent pour déterminer la po- 
sition d'un plan ; par conséquent deux sections quel- 
conques > faites par le mêihe point dans une surface 
courbe , donnant lieu à deu:^ tangentes qui passent par 
ce point , cellesrci suffiront pour déterminer le plan tan- 
gent à la surface proposée. • . 

Noussupposerons pour plus de simplicité dans la mé-* 
thode générale , que Ton ût coupé la surface proposée 
ip» I . ■ ■ ' ■ i l I 1 1 ■ ■ , ^ I 

(*) J'ai tiaité cette matière analy tîqaemeiii 9 dans on .IVfëmoîre.Itt 
à rAcadém^e des Sciences en 1790 ; et j'y ai donn^ les formules 
d'oii dépend la transformation qu^nne conrbe quelconque subit en 
passant d'un plan sur une snrface dëveloppable , et réciproquement : 
on les trouve à la fin du i^' volume delà seconde ëditibia.dtniov 
Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral ^ 
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;]par deux plans , le premier horizontal , et donnant une 
section MZ", le second vertical , perpendiculaire au Fîg- 7^ 
plan DAB , et donnant pour section la courbe MX^ 

II est clair que si on sait mener les tangentes aux 
courbes MZ* et MX', on auta deux lignes Mt et MT, 
qui détermineront le plan tangent demandé. 

La question de mener un plan tangent à une surface 
courbe quelconque , est donc ramenée à la recherche 
des tangentes des courbes planes ; c'est tout ce qu on 
peut faire sans employer Tanalyse y et nous observeross 
de plus qu'il faudrait encore prouver que le plan qui 
passera par les deux lignes Mt et MT, passera aussi par 
la tangente de toute autre section faite par le point M 
dans la surface proposée. 

On sent assez bien la vérité de cette proposition ; car 
si elle n'avait pas lieu, il s'ensuivrait qu'on ne pourrait 
pas mener des plans tangens à toutes les surfaces en 
général : mais c'est par l'analyser qu'om la démontrerait 
complètement. 

Ydici quelques cas particuliers où la question se mo-* 
dlfie , et devient beaucoup plus simple» v 

PROBLÈME. 

] o4> Mener un plan tangent à un cylindre. 

La génération du cylindre est telle qu'un plan le 
touche toujours suivant une ligne droite » qui n'est que 
la génératrice prise dans l'une de ses positions ^ mais ce 
plan va rencontrer }e plan horizontal suivant une ligne 
droite P'T', qui touche la courbe servant de base au Fîg.jSi 
cylindre.. 

Il suit donc de là que si on mène par le point M , pris 
sur i^ne suriace cylindrique , une droite MP^ parallèle 
i la génératrice AD, et que Ton construise la tangente 
t^V au point f de la courbe qui sert de base au cy-^ - 
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Fig. 73« liiidfe, lé'plàn tangent demandé «era déterminé par les 
lignes MP' et PT : il 8èra donc facile d eti tronverle» 
cotmiranes sectiùnd avec chacun des plails coordonnés. 

io5. Corollaire J". Si Ton sait mener des tangentes 
à la base du cylindre^ on pourra, par ce qui précède, 
en mener aussi à toutes les sections de ce cyliqdre par 
un plan quelconque; car il est aisé de voir que les tan- 
gentes de ces courbes seront les intersections des plajos 
qui les contiennent avec le plan tangent au cylindre^ 

]£n général , si uiie courbe est l'intersection de. deux 
^urfaces courbés, et qu'on -puisse mener des plans tan- 
j^ens à chacune a elles y la courbe proposée aura pour 
tangente Tintérsection de deux plans respectivement 
tangens à ces surfaces courbes, dans le point que Ton 
considère. 

Corollaire II. No^s avons fait voir (77) comment 
on pouvait i^ptéseàter irae courbe dont t^us les points 
ne se trouvaient pas dans un même plan ;' il 'Suit de tout 
t^ek^ui ^précède 4^e pour mener une tàûgénte à npe 
courbe de cette nature , il faut chercher celles de ses 
deux projections. 

En effet , la courbe proposée se trouve d*abord sur 
un cyliûdré élevé pérpéhdicukiremeùt sur sa projection 
liorizontale ; sa tarigSite, dans un point qiïélcônqtie , 
■'fest donc comprise dans le plan tangent au cjrliridre dont 
'^dn vient de parler. Mais ce plan est perpendiculaire au 
plan horizontal , et sa cbittmtrae section avec celui-ci 
touche la base^ cylindre ,' cru la projection de là courbe 
proposée , dans un point qui ëSt la projectionr de celui 
"où il touclié la côuirbé 46nnëe ; cette cdmi^une section 
est donc, sur le plkn horBeontal, la pr(^6ction de la 
tangente chierchée. \^ . 

En Raisonnant de iliême potir le plan vertical , on 
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Terra quelà tangente menée par le pointée la protec- 
tion verticale qui correspond an point donaé , ser^ la 
projection verticale demandée. 

PROBLÈME.* 

106. Mener un plan tangent à un cône. 

La 8oliitlon.de. ce problème ne diffère de celle du 
précédent, qu'en ce que la ligne SP^ doit être i^née par Fîg. 74; 
le sommet S >. au lieu d.*étre parallèle à la génératrice ^ 
comme dans.le cas du cylindre* 

PROBLÈME. 

107, Mener un plan tangent à une surface de xéyo^ ^ 
lation par un point pris sur cette surface. 

Dans ce cas particulier , les sections les plus simples 
qu'on puisse obtenir so^it les cercles perpendiculaires 
à l'axe de rotation ^ et la courbe génératrice , qui résulte 
toujours de la section faite dans le corps par un plan 
menépar œt a:i:e. 

Le plan tangent au point M sera donc déterminé par Fig. 7$; 
la&dnâtes Mt.et MT, la première .tangente au <iercle 
MZ , et la seconde â la courbe génératrice MX. ' 

.3i rpn sait .mener une tangente, i cette dernière , on 
pçyrra; jfcpujours construire le plan tangent à la surface 
qu'elle engendre. 

ic%, -Corollaire. Lorsqn*on sait mener des plans tan- 
gens aux surfaces coorbes , on peut mener des ligne» 
qui «oient perpendiculaires à ces surfaces ; car il suffit 
pour cela qu'elles soient perpendiculaires atix plan» 
tangeM, et qu'elles passent par les points de contacts. 
Ces lignes s'appellent les normales des surfaces propo- 
•t&ts y nom qu'on a donné aussi aux lignes droites per- 
pendiculaires aux courbes planes. 

Il j a cette différence entre ksnormalié'^iéi^iebiirbc» 
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planes eT celles des surfaces courbes^ que les premières 
se rencontrent toutes ou sont parallèles , au lieu que 
pour les dernières U faut choisir certaîites suite» de 
points sur la surface proposée, pour en trouver qui 
aient cette propriété. En général elles sont situées dans 
des plans difFérens. 

Les courbes à double courbure qui ne sont pas com- 
prises dans un seul plan déterminé ; ne peuvent pas non 
plus avoir des normales déterminées ; mais ces lignes 
sont remplacées par des plans menés perpendiculaire- 
ment à leurs tangentes ; par les points de contacts^ et 
auxquels on a donné le nom de plans normaux^ On 
peut construire ces plans toutes les fois qu^on sait 
mener des tangentes aux courbes proposées. 

103. Remarque générale. Les surfaces courbes peu- 
vent être divisées en deux classes , par rapport à leurs 
plans tangens. - 

Dans Tune , le contact du plan tangent et de la sur- 
face proposée a lieu dans toute Tétendue d'une ligne 
.droite. Cette classe comprend toutes les surfaces déve- 
loppables , et ne comprend qu'elles. 

Chacune des surfaces de l'autre classe n'a de commun 
avec son plan tangent qu'un ou plusieurs points , mais 
toujours limités en nombre. 

Il suit de là que si on se proposait de mener des plans 
tangens aux surfaces courbes par des points pris hors de 
ces surfaces, ou de les déterminer par des conditions 
qui soient étrangères à ces mêiûes surfaces , le nombre 
des conditions ne saurait être le même pour une des 
classes de surfaces que pour l'autre. 

Toutes les fois que le contact doit se faire dans une 
ligne droite , il est clair qu'il suffit d'un point ou d'une 
eonâiti|p^^j2H>l<a^chever de déterminer le plan tang.ent. 
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Ainsi il faut se proposer en général de mener par un 
point donné , un plan tangent à un cylindre , à un cône^ 
ou à une surface déyeloppable ; et c'est par deux points 
ou pai; une droite donnée , qu'il faut mener un plan 
tangent à une surface de révolution -engendrée par une 
courbe. 

Nous ne ferons qu'indiquer la manière de résoudre 
ces questions. Dans le cas du cylindre ^ il est clair que 
si on mène par le point donné une parallèle à la géné- 
ratrice , elle se trouvera sur le plan cherché , puisqu'il 
^oit toucher la surface proposée, dans une ligne pa- 
rallèle à cette droite ; mais la èommune section de ce 
plan avec le plan horizontal doit toucher la base du 
cylindre 5 il sera donc déterminé par la droite qu'on 
vient de mener, et par la tangente tirée du point où 
elle rencontre le plan horizojital, à la courbe qui sert 
de base au cylindre : la question est, donc réduite à sa- 
voir mener ime tangente à cette courbe par un point 
extérieur. On appliquera ce procédé au cône , en me- 
nant par le point donné et le sommet, la première droite 
dont nous avons parlé , 

Pour les surfaces développables en général , on cons- 
truira leurs intersections avec deux plans quelconques 
meïiés par le point donné ; et si l'on peut mener par le 
point donné les tangentes à. ces sections, elles détermir- 
neront le plan tatigent demandé. 

Si la surface courbe proposée n'est pas déyeloppable/ 
c'est par une droife qu'il faut lui mener un plan tan- 
logent ;*et il est évident qu'il ne s'agit que de trouver sur 
cette surface un point par lequel on puisse mener deux 
tangentes qui passent par la droite donnée : elles dé- 
termineront le plan cherché. 

Il est ^isé de voir que ces droites peuvent être regar- 
dée9 coniune faisant partie de deux surfaces formées par 
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des droites a«sii|éties à toucher la surface proposée , et 
h passer par la ligne donnée ; et voici comment on peut 
, construire ces surfaces. On concevra une suite de plans 
menés suivant une certaine loi , tous horizontaux , par 
exemple; et par lès points où ils rencontreront la droite 
donnée, on tirera des tangentes aux sections qu'ils font 
dans la surface proposée : les projections de tous les 
points de contacts appartiendront à la courbe suivant 
laquelle cette surface est touchée par celle qui résulte 
ide l'ensemble des tangentes dont on vient de parler. Oa 
prendra ensuite des plans coupans assujétiaà une autre 
loi, verticaux et parallèles, par exemple, ^t on cher- 
chera aussi la courbe de contact de la surface proposée 
et de celle qui résulte de toutes les tangentes menées 
comme précédemment, par des poiûtsde la droite don- 
née, aux nouvelles sections qu'on obtiendrait. Il «st évi- 
dent que chacun des points où les courbes de contact' 
se rencontrent, est situé sur deux droites qui touchent 
la surface proposée , et qui passent par la ligne donnée ^ 
ces droites déterminent donc un des plans tangens de-* 
mandés. 

Si la surface proposée était de révoflution et avait son 
axe vertical , les sections horizontales seraient toutes 
^es cercles, soit en elles-mêmes, soit dans leur projec- 
tion ; et il serait facile de Içur mener des tangentes par 
le point de la droite donnée qui se trouve dans le plan 
tjui les produit. Quant aux plans coupans verticaux, il 
faudrait les assujétir à passer par l'axe, afin de n'avoir 
pour toutes les sections que la courbe génératrice. S^ 
l'on savait mener des tangentes à cette courbe par des 
points extérieurs , et qu'on projetât les contacts sur des 
plans coordonnés, on achèverait la solution comme plus 
haut. 

110. La division que nous venons d'établir dans lés 
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AurfaceS) rektivement aux plans tangens > a liea égale- 
ment par raippoit à leur courbure. On a dû remarquer 
quG le cJjrHndre ,;par e)Ê^mple^ avait on eensdans lequel 
il ét^ priif^ de courbure., et c*e&t précàément le long 
d§ la droite génératrice. Cette propriété iui est com- 
mune avec toittes les surfaces développables 5 car étant 
touchées suivant une ligne droite , par un plan , elles 
n'ont aucune courbure dans k setis de cette ligne. 

11 ne faut pas .comprendre dans cette observatioa^les 
«urfaces décrites dans les -n*** 8^ et 90, qui ^nt formées 
de U^>«s droites à la vérité , mais qui m sauraient être 
toucbéttpar tin pian-dme toute rétecidue dfe ces droites. 
Il esT bien vrai qu'en coupant les surfaces dont il 
-a^'a^t par ua plan nrané par la droite ^éiyéitBitri'ee ; la sec- 
tion qu'on obtteadnût n^aurait pas de' courbure : mais 
il ute faut .pas confondre la courbe d'une surface avec 
^le de Bt8 sections 5 car il est évîdeiit qo*' en donnant 
•c^rtaiueç positions au plan coupant , on peut varier cette 
courbure par un même point d*une infinité de maaières. 
' De mél^e ^que dans les courbes planes y on mesure la 
courbure dans chaque point , par celle dé l'arc de cercle . 
^qui passe par trois points iafiniment proches , et dont le 
centue se trouve au poii^ de concours de deux normales 
consécutives; d^ même aussi dans les surfaces courbes ^ 
il faut chercher le point de concours 4ie deux normales 
Consécutives^ et élever. ^par ce points perpendiculaire- 
ment à leur plan , une droite , qu'on regarde comme 
')^axe de rotation d'un petit arc de courbe qui décrit 
l'élément de la surface ; mais il faut, que dans cet arc 
se trouvent aussi deux normales consécutives qui se 
coupent. 

Toutes ces recherches qui sont l'objet de l'analyse la 
plus délicate et la plus élégante, ne sauraient^ êtf'e trai- 
tées convenablement par de simples oonsiâérations géô- 
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métriques* Les lecteurs trouveront dans les Mémoire^ 
de r Académie de Berlin'> année 1766 , dans ceux de 
TAcadémie des sciences de Paris 1781 , enfin dans le 
tome X des Savans Etrangers , tout ce qu'on peut desi* 
rer sûr cette matière. ( Voyez aussi mon Traité dtà 
Calcul différentiel et du Calcul intégral , tome I. ) 

ESSAI SUR LA PERSPECTIVE. 

111. Tout le monde sait que la lumière se propage 
en ligne droite , et que les objets ne deviennent visibles 
que par les rayons qu*ils nous renvoient. C'est Ten-^ 
semble de ces rayons qui détermine les images dee 
corps. 

Ainsi nous appercevons le contour du quadrilatère 
Fig. 76. ABCD ^ parce que chacun de ses points renvoie un 
rayon lumineux à notre œil. Il est aisé de voir que l'en- 
semble de ces rayons est la pyramide ^formée par tes 
lignes menées des difTérens points de l'objet à notre 
ceil (*). 

Représentons cette pyramide par OABC, (e sommet 
O désignant la position de l'œil. Il est évident que toti» 
les points situés sur les faces adjacentes à ce sommef> 
se trouvent sur quelqu'une deç lignes tirées des différens 
points du contour ABCD : les images des premiers 
points doivent donc se confondre avec celles des se— 
. conds ; et par conséquent si la pyramide était coupée 

{*) "Nous avons supposé Tobjet blanc on colore, mais non pas 
noir, car alors on ne le voit que par Pabsence des rayons de lumière^ 
ainsi, pour le cas de la figure, il serait vrai de dire -que la pyramide 
est déterminée par Pabsence des rayons dans Pespace occupé par ]m 
eôlés du quadrilatère. 

l^oos sommes d^ailleurs obIig4?s de faire i^bstraction des circons-» 
tances physiques de la vue ; mais ceux de nos lecteurs qui eu son» 
instruits sentiront aisément que Papplicatîon de U mélbodfi n^Mi. 
est pat moins rigoureose. 
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yariin plan on par une surface quelconque, le contour Fig. 76. 
«[ni résulterait de cette intersection aurait pour Toeil la 
même forme que le quadrilatère ABCD. 

Il n'est donc pas nécessaire de prôsehter à nos yeux 
Tobjet lui-même , pour que nous éprôu'Jions la sensa- 
tion qu'il ferait naître. en nous^par l'orgarie de Ja yue; 
il suffit de déterminer un assemblage de rayons disposés 
respectivement comme le seraient ceux qui iraient des 
différiens points de Tob^t a notre oei! (*)... 

De là vient la possibilité de représenter les corps sur 
un tableau ; car si on conçoit quç la pyramide formée 
par Tensemble de» rayons menés de diflférens points du 
corps à notre œil, doit coupée par un plan , 11 en résul- 
tera une image propre à faire najtre la sensation du 
contour du corps , et de la disposition respective de ses 
différentes parties. ** 

Il suit de ce qui précède , que la détermination de 
cette image dépend uniquement de la rechèréhe des 
intersections des lignes menées de l'œil aux divers points 
remarquables de l'objet, avec le plan ou la surface sur 
lesquels il doit être représenté. 

Les positions respectives de l'œil, du tableau et de 
l'objet, doivent être déterminées, pour que l'image I0 
soit. La connaissance de la forme réelle et des dimen- 
sions du corps qu'on veut représenter donnera le's pro- 
jections des points remarquables qui déterminent son 
contour et la situation des parties qui le côitipèsent. Le 
problème sera donc réduit, à trouver, sur le tableau) 

«■— .—.i— ■! Il I » « ■III W — — — ■— — ^M— »— 

. ■ "..'•'■ ■ " 

' * (*) H est évident qu'on formerait encore une perspéciÎT«' d^^ l'ob- 
jet , en supposant que les rayons; visnels finsènt ^tt>lcmgé8 an-clcll 
ponr aller rencontrer le .tableau place derrière ; rl^tnage serait alors 
plus grande que l'objet. .On pourrait auAsi placer le tableatt derrière 
l'oeil, la pyramide étant prolongée au-delà de son sonwnet^ rijnage 
#endc xénTenée. ,■ ■ ' 
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face conique ay^t son sommet placé dans l'œil ^ et qai 
enveloppe le co^s proposé, en le touchant, la courbe 
des contacts sera précisément celle du contour apparent. 
Si on coupe ce cône par des plans menés par l'œil , 
, suivant une loi établie à volonté , chacun d'eux formera 
dans le corps proposé, une section qui sera touchée par 
deux des droites génératrices du cône. De 14 résulte uno 
méthode générale pour construire le contour apparent 
d'une surface courbe. 

Fig. 77. On imaginera cette surface coupée par une suite de 
plans verticaux, tels que OO'P'F, passant tous par 
l'œil ; on construira , sur le plan vertical , la projec-^ 
tion P"X'' de chacune des sections , et on mènera du 
point O" une tangente 0"V" à cette courbe. Ayant l^s 
projections du rayon visuel , on trouvera, comme dam 
le problème précédent, la perspective du point P situé 
sur la limite visible de l'objet proposé , ou sur sou 
contour apparent. > 

On voit que cette méthode tient de près à celle qu'on 
a donnée pour trouver les intersections des surfaces 
courbes; il est donc aisé de prévoir qu elle peut, comme 
cette dernière , se réduire à des procédés plus simpléd 
pour le cas de certaines surfaceis , en rapprochant le 
système des plans conpans de celui de la génération de 
ces surfaces : mais n'ayant pas le dessein d'écrire un 
Traité complet de Perspective, je ne dois pas entrer 
dans.ties détails. 

117. Remarque. Il y a encore un genre de perspec* 
tive d'un grand usage. On suppose alors que l'œil est 
placé à une distance infinie de l'objet : par là lés rayons 
visuels peuvent être regardés comme parallèles entre 
eux; etjayant désigné par une droite quelconque la di" 
reetioirtuivant laquelle les corps doivent être vus, il «• 

s'agit 
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«^^gît plus, pour mettre des points en perspective , que 
de mener par ces points , des lignes parallèles à la ligne 
donnée, et de trouver leur rencontre avec le tableau. 

On voit encore que dans cette hypothèse , le contour 
apparent d'un corps est déterminé par des tangentes à sa 
surface , qui sont parallèles entre elles , et dont Ten- 
«emble forme un cylindre. 

Pour déterminer ces tangentes , on choisit les plans 
coupans verticaux et parallèles à la ligne donnée ; et les 
tangentes aux projections verticales des sections doivent 
être menées parallèlement à la projection de la ligne 
donnée qui marque la direction du rayon visuel. 

Cette perspective est une espèce de projection qu'on 
pourrait employer pour résoudre les questions du genre 
de celles que j*ai traitées dans la première et la seconde 
partie de cet ouvrage ; car rien n'oblige à projeter pat 
des perpendiculaires, et dans \in grand nombre de cas 
les solutions deviennent plus simples, lorsqu'on projette 
par des lignés obliques. 

Je vais encore donner quelques propositions qui ser- 
vent de fondement à une méthode de perspective fort 
répandue , et qui s'applique avec beaucoup de facilité 
aipc corps terminés par des plans et des lignes droites. 

THÉORÈME. 

118. Si on mène par Tœil , uneparallèle à une droite ^'^Z- ^• 
^ située (tune manière quelconque par rapport au tableau , 
le point où cette parallèle rencontre le tableau , appar- 
tient à la perspective de la droite proposée. 

£n effet, toutes les lignes menées de Tœil aux diffé^ 
rens points de la droite proposée forment un plan, qui, 
. par sa rencontre avec le tableau détermine la perspec- 
tive de cette droite ; mais la ligne 00' étant parallèle 
CompL de la Céom. 4* ^dit. 8 
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Fig. 80. à la proposée , et passant par l'œil , que je suppose en 
Cy, est comprise aécessairement dans ce plan : donc le 
point (y où elle rencontre le tableau TA ^ appartient 
à la perspectiye dont il s*agit. 

11g. Remarque. Il est évident d'ailleurs que le point 
P', où la droite proposée rencontre elle-même le ta- 
bleau , fait aussi partie de sa perspective ; donc pour 
tracer cette perspective , il suffit de connaître les points 
où la proposée et une ligne qui lui serait menée parais 
lèment par l'œil ^ rencontrent le tableau. 

1 ao. Corollaire /. Il suit du théorème précédent, qu|5 
les perspeotives de tant de lignes parallèles entre elles 
qu'on voudra, se couperont toutes dans un seul point 
du tableau. Ce point est nommé dans les Traités de 
Perspective , point accidentel. 

£n effet , on né peut mener par l'œil qu'une seule 
ligne qui leur soit parallèle à toutes, et leurs perspec- 
tives passeront nécessairement par le point où elle ren- 
contre le tableau. 

121. Corollaire II, Si les lignes proposées étaient eh 
même temps parallèles au tableau , la droite OO^ menée 
par l'œil y ne rencontrerait plus le tableau, et par consé- 
quent les perspectives seraient parallèles entre elles. 

On s'assurera , d priori , de la vérité de cette pro- 
position, par le raisonnement suivant. Les deux droites 
proposées étant parallèles entre elles , les plans formés 
par l'assemblage des rayons menés de l'œil aux difFérens 
points de ces lignes , et qui contiennent leurs perspec- 
tives, ont nécessairement leur intersection parallèle à 
ces mêmes lignes , et par conséquent au tableau. Les 
perspectives ne pouvant se rencontrer que dans les 
points communs à cette intersection et au tableau, 
"seront donc parallèles entre elles. 
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I2îi. Corollaire IIL De là dérive tme méthode très- Fig. 8i^ 
simple de mettre en perspective des lignes et des points. 

On abïdsse une perpendiculaire OO*' de Tœil sur le 
tableau; le point O" où elle le rencontre s'appelle point 
de vue^ Il suit de ce qui précède , que toutes les pers- 
pectives des lignes perpendiculaires au tableau doivent 
concourir à ce point. 

On projettera donc le point proposé P sur le tableau , 
quelDous supposerons vertical; le point P" où totnbe 
cette projection sera celui où la perpendiculaire menée 
du point proposé sur le tableau , le rencontre; et la 
perspective de cette droite sera P*'0''. 

On tirera ensuite P'3/ faisant avec AB, un angle égal 
à la moitié d'un droit; ce sera la projection d'une ligne 
horizontale menée du point P, au tableau, sous cet 
angle, et sa rencontre avec ce plan aura lieu au point M'' 
placé à une hauteur MW égale à P'P. Mais si on prend 
sur O^D", parallèle à AB , une grandeur 0"D" égale à 
la distance OO" de l'œil au tableau, il est aisé de voir 
que la ligne OD" sera parallèle à toutes celles ^u'on 
mènerait horizontalement sous un angle de b^ , 5 , au 
tableau, dans le sens de ilfP'; par conséquent les 
perspectives de ces lignes doivent toutes se rencontrer 
au point D". Ayant tiré M"D", cette droite doit con- 
tenir la perspective du point P ; mais cette perspective 
doit se trouver aussi sur 0"P*' : elle est donc en R". 

ia3. Remarque, On peut encore pratiquer la pers- 
pective au moyen de Y échelle fuyante , qui dispense de 
tracer le plan géométral, et l'élévation des objets; et 
dont voici le principe de construction. 

On rapporte les objets à trois pians perpendiculaires Fig. 8a< 
«ntre eux ; le premier horizontal , et passant par la ligne 
4q terre AB \ le second vertical > perpendiculaire au 
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f^jg 8x tableau , et passant par Je bord BT ; le troisième est Itf 
tableau lui-même AT, que je suppose ici droit : un peint 
sera donc donné , si Ton connaît ses distances respec- 
tives à ces trois plans (s4). La distance au tableau se 
comptera sur BC , la distance au plan vertical passant 
par BC et par BT, se comptera sur AB , et enfin la 
distance au plan horizontal , ou la hauteur du point , se 
comptera sur BT. Cela posé» les deux lignes AB et BT 
étant dans le tableau , il suffit d'y transporter les divi- 
sions de la troisième BC » ce qui se fait en tirant au point 
de vue la ligne BO' qui sera la perspective de BC » et 
en menant au point de distance D"» les droites aD'\ 
1 D", aD", etc, qui couperont BO", aux points c, i, 
s, 3, etc. correspondes Jaux parties Bb^ bi> iQx ^^^» 
de la ligne BC. 

La ligne BQ*^, ainsi divisée^ est \ échelle fuypjite qui 
marque renfoncement apparent des objets dans le ta- 
bleau ; et si on tire par les points de division de cette 
échelle, des droites parallèles à AB, elles pourront être 
considérées comme les lignes de terre de divers plans 
menés parallèlement au tableau , à des profondeurs 
marquées par les divisions correspondantes de l'échelle : 
elles contiendront les perspectives des projections hori- 
zontales, ou des pieds des objets situés dans ces plans. 

Si l'on prejid ensuite sur la droite AB> que l'on 
nomme échelle de front, une partie Be égale à la disr 
tance où le point proposé est du plan vertical passant 
par BC et par BT, et qu'on tire au point de vue la 
droite e O" , la rencontre de celle-ci avec ga , parallèle 
4 AB , donnera la perspective de la projection hori- 
zontale , ou du pi^d de ^l'objet proposé. 

Enfin , 81 l'on prend sur BT, échelle des hauteurs , la 
partie ef égale à la hauteur du point proposé , et qu'oR 
tûe fQ'\ cetto d^rvière droite rencontrera gh« pec^ 



D£$ ÉLEMENS DE géométrie; 117 

]»«ndîciilaîre à ga^ au point h, qui sera la perspective Fîg. 
demandée. 

On voit que ce procédé donne , en opérant imniédia^ 
tement sur le tableau , la perspective de tous les objets 
qu'on veut y représenter, dèsqu'on a construit [échelle 
fuyante. 

On peut aussi, lorsque les dimensions du tableau 
«ont assez grandes pour rendre le tracé d'une exécu- 
tion difficile., calculer les divisions de l'échelle fuyante , 
en considérant les triangles semblables O^'cD" et acB , 
d où il résulte 

aB : Bc :: 0"D':0"c 

aB + ÔT)'' : Bc + Ce :: aB : Bc 

aB + O'D^ : BO'' :: aB : Bc. 

Les divisions de cette échelle donnent les distancés 
des droites qui représentent les confroûnes sections des 
plans perspectifs parallèles k celui do^ tableau. Les hau* 
teurs hg se calculent aussi par une simple proportion , 
puisque l'onaef : hg :: cO" : gO", et que d'ailleurs les 
droites eO" et gO" sont évidemment entre elles comm» 
les distances BO" et O^iar. 

Nous remarquerons que Tusage du compas de pro- 
portion facilite beaucoup les opérations de la perspec- 
tive , et qu'il est surtout très-commode pour déterminer 
les hauteurs apparentes. 

La proportion aB : Bc :: 0"Tf : O^c, ferait con- 
naître la distance O'^D'^de l'œil du tableau, sî l'on se 
donnait la droite BC, l'espace aB et sa perspective Bc. 

iâ4- Remarque générale. On vient de lire dans ce qm 
précède, lès moyens généraux qu'on peut employef 
pour mettre en perspective les contours apparens et let 
points remarquables des objets ^^ mais ces procédés qui. 
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composent la perspective, linéaire , ne fiufSsent pas pour 
donner une représentation complète des corps. 

Les parties éclairées ou les coups de lumière , les 
ombres et les dégradations de teinte , concourent à 
rendre sensibles les saillies, les etifoncelnens et les loin- 
tains. Toutes ces circonstances peuvent se déterminer 
rigoureusement par des méthodes analogues à celles 
que nous avons données. ïl ne faut pour cela que dé- 
composer l'énoncé de la question , de manière à pouvoir 
reconnaître les conditions mathématiques auxquelles on 
doit satisfaire. 

Pour les ombres , par exemple , ?i le corps lumineux 
est réduit à un poiçt, on voit qu'elles sont déterminées 
par l'espace compris d^ns une surface conique tan- 
gente au corps opaque , et ayant pour sommet le point 
lumineuji^. 

Par conséquent, déterminer l'ombre portée sur quel- 
que surface que :ce sbit , c'est chercher l'espace que 
ce cône retranche de la surface dont il s'agit, espace 
circonscrit par la courbe qui est l'intersection du cône 
dont on vient de »parler et de la surface proposée. 

Nous ne pouvons considérer ici ces objets qui de- 
mandent des connaissances étrangères à la Géométrie ; 
nous les avons indiqués seulement pour faire voir de 
quelle utilité peut être dans les arts , rhjabitude des 
considérations de la Géométrie de l'espace (*). 

' (*) CTest sur des notions de pfaysic[ue , et sur des expériences très- 
delicaces, encore pen répandues, que reposent les thifories indiquées 
ci»dessns „ et qui comprennent ce que les Artistes 'a'ppelfent la pers" 
pectif^e aérienne, le clair-obscur. On pent consulter à cet e'gard 
rdtivrà^ de Lambert, ayant pour titre : Photometria, etc. et deux 
Mémoires du même Auteur dans les volumes de l'Acadcmie de Ber- 
lin pour 1768 et i774« ^ serait l>ien à désirer que M. Mongc étendît et 
publiât lesnoiionsqa^il a données sur ce sujet à l'École Polylecbniquc. 
L^ concours de ces lumières fixerait, le sens de plusieurs expressions^ 
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La Gnomonique^ sur laquelle on a écrit des Traités 
assez volumineux, ne saurait embarrasser , dans aucun 
cas^ celui qui possède bien cette Géométrie. Dès qu'il 
a conçu ce que c'est qu'un cadran solaire en général 1 il 
peut en tracer un de telle nature qu'il voudra , et sur 
telle surface que ce soit , pourvu qu'il connaisse la gé- 
nération de cette surface ; car alors il n'aura besoin 
que de chercher des intersections de plans et de sur- 
faces donnés. 

Montucla, dans son Histoire des Mathématiques, a 
donné une définition de laGnomonique^ à laquelle les 
procédés que j'ai exposés précédemment s'appliquent 
tout de suite. 

ic Qu'on ait (dit-il) douze plans se coupant tous à 
n angles égaux dans une même ligne, et que ces plans, 
n infiniment prolongés , en rencontrent un autre dans 
11 une situation quelconque , il s'agit de déterminer les 
D lignes dans lesquelles ils le coupent. )) 

Les méthodes qu'il donne pour résoudre ce pro- 
blème, sont à la fois très-simples et très-générales, et 
l'une d'elles rentre dans les opérations auxquelles se- 
raient conduits ceux de' nos lecteurs qui voudraient 
employer les moyens que nous avons exposés dans la 
première Partie. 

mctaphoriques que les Artistes emploient poar désigner des résultats 
d'observations très-fines , mais que les Amateurs répètent sans les 
comprendre, et qui font d^autant mieux fortuno, qu'elles paraissent 
plus e'tranges. 



FIN. 
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